
Äëÿ êðàòêîñòè â óñëîâèå ñðàçó ââåäåíû áóêâåííûå îáîçíà÷åíèÿ.
Äàí îäíîðîäíûé îáðó÷ ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàìåòðàìè OP è KL äëèíû 2a = 2. Âåêòîð

OP ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ïëîñêîñòè Oxy íà óãîë ψ = 2t (ñ îñüþ àáñöèññ), à âåêòîð KL ñîñòàâ-
ëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ óãîë θ = t. Ìàññà îáðó÷à M = 1.
Âûáèðàÿ óäîáíûå ðåïåðû, íàïèñàòü, ÷åìó ðàâíû

À) óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáðó÷à ω;
Á) êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ΛO îáðó÷à îòíîñèòåëüíî òî÷êè O;
Â) êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T îáðó÷à;
Ã) ìîìåíò ñèë GO, îáåñïå÷èâàþùèé çàäàííîå äâèæåíèå.
ÐÅØÅÍÈÅ. Êëþ÷åâîé ýòàï áóäåò � ïðèìåíèòü â ãëàâíîì ðåïåðå ñõåìó

ω = pe1 + qe2 + re3 7→ Λ = Ape1 + Bqe2 + Cre3

Âèäèì, ÷òî íà âðàùåíèå âîêðóã îñè Oz íàêëàäûâàòñÿ âðàùåíèå âîêðóã îñè OP. Ïîýòîìó

ω = ψ̇ez + θ̇eOP = 2ez + eOP (A)

Ïîñêîëüêó ÷åðòåæà çäåñü íåò, ñëîâåñíîå óòî÷íåíèå: ïðè 0 < θ < π/2 òî÷êà L ïðèïîäíÿòà íàä
ïëîñêîñòüþ Oxy è èäåò âïåðåäè OP ñ ðîñòîì ψ.

Î÷åâèäíî, ÷òî íàïðàâëåíèÿ e1 = eOP , e2 = eKL, e3 = [e1 × e2] ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè â öåíòðå
ìàññ. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîìåíò èíåðöèè C = Ma2 = 1. Òåïåðü

C = A + B (òåëî ïëîñêîå), A = B (ñèììåòðèÿ) ⇒ A = B = 1
2 .

(!) Ó íàñ òåëî ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O; íàïðàâëåíèÿ ei ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè è äëÿ íåå
( e1 êàê îñü ñèììåòðèè, à e3 ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè... îïÿòü ñèììåòðèè). Ñîîòâåòñòâóþùèå
ìîìåíòû èíåðöèè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà:

A′ = A =
1
2
, B′ = B + Ma2 =

3
2
, C ′ = C + Ma2 = 2.

Óãëîâóþ ñêîðîñòü ðàñêëàäûâàåì ïî ãëàâíîìó ðåïåðó:

ez = cos θe3 + sin θe2 ⇒ p = 1, q = 2 sin t, r = 2 cos t.

Ñòàëî áûòü,
ΛO =

1
2
e1 + 3 sin te2 + 4 cos te3 . (Á)

Ïî òåîðåìå îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà
d

dt
ΛO = GO ;

ïðèìåíÿåì ôîðìóëû ôîðìóëû Ýéëåðà: ïèøåì GO = G1e1 + G2e2 + G3e3 , è

G1 =A′
dp

dt
+ (C ′ −B′)qr =

1
2
· 0 + (2− 3

2
) · 2 cos t · 2 sin t = sin 2t ,

G2 =B′dq

dt
+ (A′ − C ′)rp =

3
2
· 2 cos t + (

1
2
− 2) · 1 · 2 cos t = 0 ,

G3 =C ′dr

dt
+ (B′ −A′)pq = −2 · 2 sin t + (

3
2
− 1

2
) · 2 sin t · 1 = −2 sin t .

(Ã)

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T =
1
2
(A′p2 + B′q2 + C ′r2) =

1
2
(
1
2

+
3
2
4 sin2 t + 2 · 4 cos2 t) =

13
4

+ cos2 t. (Â)
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ÏÐÈÌÅ×ÀÍÈß:
0. Âîçìîæíî èíà÷å ïðåäñòàâèòü ñåáå óãîë θ , òîãäà áóäåò ω = 2ez − eOP .
Âîçìîæíû è äðóãèå ïåðåìåíû çíàêîâ ó êîìïîíåíò âåêòîðîâ ïðè ñëåãêà èíîì âûáîðå ðåïåðîâ.

ßñíî, ÷òî íå ýòè âåùè âëèÿþò íà îöåíêó ðàáîòû.
1. Â óñëîâèè ïðîñèëè íàéòè óãëîâóþ ñêîðîñòü � ýòî âåêòîð (ìíîãèå âû÷èñëÿëè çà÷åì-òî åùå

è ìîäóëü). Ôîðìóëà (A) ôàêòè÷åñêè åñòü ðàçëîæåíèå ïî ïîâîðà÷èâàþùåìóñÿ ðåïåðó

ez,eOP , [ez × eOP ] .

Åñëè èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî (À) ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå ñëîæå-
íèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé.

Âìåñòå ñ òåì (À) ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ëèíåéíîñòè ïî ñêîðîñòÿì (ñì. â ëåêöèÿõ ðàññêàç
ïðî óãëû Ýéëåðà). Ýòà ôîðìóëà èíòóèòèâíî î÷åâèäíà, è ïðè ïðîâåðêå ìû íå îáðàùàëè âíèìàíèÿ,
åñòü ëè ÷åòêîå îáîñíîâàíèå. Òàêîå îáîñíîâàíèå åñòåñòâåííî (áûëî áû) ïîòðåáîâàòü â êà÷åñòâå
óòî÷íÿþùåãî âîïðîñà íà óñòíîì ýòàïå.

2(ê (!)). Êîíå÷íî, ñíà÷àëà â ãîëîâó ïðèäåò ïîëó÷èòü

ΛS = Ape1 + Bqe2 + Cre3 ,

à ïîòîì íàïèñàòü
ΛO = ΛS + M

[
OS × vS

]

(íî ñëèøêîì ìíîãèå ýòó ôîðìóëó ïèñàëè íåïðàâèëüíî), ïðè÷åì âòîðîå ñëàãàåìîå î÷åâèäíî, òàê
êàê S äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O : Ma2ψ̇ez.

3. Àíàëîãè÷íî êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ìîæíî (è òàê è áûâàëî) èñêàòü ïî ôîðìóëå

T =
M

2
v2

S +
1
2
(Ap2 + Bq2 + Cr2).

Âïîëíå ïðèåìëåìî è ôàêòè÷åñêè íå äëèííåå, òàê êàê ñðàçó v2
S = a2ψ̇2.

4. Ìîæíî áûëî äèôôåðåíöèðîâàòü ôîðìóëó (Á) ¾â ëîá¿, òî åñòü âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé,
ñâÿçûâàþùåé àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðà. Ýòî íå îøèáêà, íî, ñêîðåå
âñåãî, ñâèäåòåëüñòâî íåçíàíèÿ ôîðìóë Ýéëåðà. Íà òàêîì ïóòè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (â âåêòîðíîì
âèäå) âûâîäÿòñÿ çàíîâî, íî áåññîçíàòåëüíî. Íî ýòî ìíåíèå íå âëèÿåò íà îöåíêó.

============================================================
Åñëè â ðåøåíèè åñòü îøèáêà, òî ïåðâîìó îáúÿâèâøåìó î íåé ïî ttrnv@narod.ru áóäåò çà÷òåí

ïèñüìåííûé ýêçàìåí.
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