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(1) Ðàçìåðíîñòü ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû
Íå ñòàíåì ïðåòåíäîâàòü íà ïîëíîòó è îãðàíè÷èìñÿ ðàìêàìè òîëüêî ìåõàíèêè â óçêîì ñìûñëå ñëîâà.

Îáðàòèì âíèìàíèå âîò íà ÷òî. Èçìåðåíèå èëè çàäàíèå ðàçíîãî ðîäà âåëè÷èí âñÿêèé ðàç ïðåäïîëàãàåò
îñîçíàííûé âûáîð åäèíèö äëèíû, âðåìåíè è ìàññû. Íàïðèìåð, ïðèìåíÿþòñÿ ñèñòåìû ÑÃÑ (ñì, ñ, ã), ÑÈ
(ì, ñ, êã) è äð. ×èñëåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû èìååò ñìûñë òîëüêî òîãäà, êîãäà çàäàíà åå ðàçìåðíîñòü:
ïèøóò

l = 183 ñì, v = 60 êì/÷, g = 9,8 ì/ñ2,m = 40 ò,

è ò.ä. Áóäåì óñëîâíî îáîçíà÷àòü ðàçìåðíîñòü äëèíû, ìàññû è âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî áóêâàìè L, M, T
(ïî Ìàêñâåëëó). Ðàçìåðíîñòü ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû X áóäåò

[X] = Lx1 ·Mx2 · Tx3 ,

ãäå x1 , x2 , x3 � íåêîòîðûå öåëûå èëè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Åñëè ïîäóìàòü, ÷òî èìåííî ìû ïèøåì,
êîãäà õîòè ïðåäúÿâèòü ðàçìåðóþ âåëè÷èíó, òî ñòàíåò ÿñíî, ÷òî ìû ïðèìåíÿåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå. Ðàçìåðíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ îäíî÷ëåí âèäà X = XLx1Mx2T x3 .
Îáû÷íî íå ïðèíÿòî ñòàíîâèòüñÿ íà òàêóþ ôîðìàëüíóþ òî÷êó çðåíèÿ, íî îíà íå òîëüêî íå äîëæíà

ïóãàòü, íî è äåëàåò åñòåñòâåííûì ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ìû èçìåíèì åäèíèöû èçìåðåíèÿ
(äîïóñòèì, ïåðåéäåì îò ÑÃÑ ê ÑÈ), è ïîëîæèì

(2) L = λL′, M = µM ′, T = τT ′

òî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû X èçìåíèòñÿ òîæå:

(3) X = XLx1Mx2T x3 = X ′(L′)x1(M ′)x2(T ′)x3 ãäå X ′ = Xλx1µx2τx3 .

Íàïðèìåð, äëÿ ñêîðîñòè v èìååì

(4) [v] = L/T, 20 ì/ñ = 72 êì/÷,

äëÿ óñêîðåíèÿ �
[g] = L/T2, 9,8 ì/ñ2 ≈ 130 000 êì/÷2

.

Ðàâåíñòâî ðàçìåðíûõ âåëè÷èí, ðàçóìååòñÿ, îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

X = Y ⇐⇒ [X] = [Y ], X = Y.

Îïåðàöèè íàä ðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè òîæå ïîíÿòíû:
à) èíîãäà îïðåäåëåíî ñëîæåíèå: Z = X + Y ⇐⇒ [X] = [Y ] = [Z], Z = X + Y ;
á) óìíîæåíèå Z = XY îïðåäåëåíî âñåãäà; ïðè ýòîì

Z = XY ; [XY ] = Lx1+y1Mx2+y2Tx3+y3 = [X][Y ];

â) âîçìîæíî è âîçâåäåíèå â ðàöèîíàëüíóþ ñòåïåíü Z = Xa ; ïðè ýòîì

(5) Z = Xa, [Xa] = Lax1Max2Tax3 = [X]a ;

ìîæíî óòî÷íèòü, ÷òî â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ìîæíî âîçâîäèòü ëþáûå âåëè÷èíû, â öåëóþ íåïîëîæèòåëü-
íóþ - íåíóëåâûå, â íåöåëóþ ðàöèîíàëüíóþ - ïîëîæèòåëüíûå.

Òîëüêî ÷òî ñêàçàííîå ñîñòàâëÿåò íàèâíûé óðîâåíü ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè è èçâåñòíî êàæäîìó.
Îäíàêî èç ýòîãî ìîæíî èçâëå÷ü íàìíîãî áîëåå ãëóáîêèå çàêëþ÷åíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå

(6) Ìåòîä áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé
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Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî îòðå÷åìñÿ îò òîëüêî ÷òî äàííûõ îïðåäåëåíèé. Íî ñ ðàçóìíûìè îãîâîðêàìè.
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè f(X, Y, Z, . . .) ñ îäíî÷ëåíàìè â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ, ðàñ-

ñìàòðèâàþò çàâèñèìîñòè îò èõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé Q = f(X,Y, Z, . . .). Ïðè ýòîì êàæäîé ïåðåìåííîé
X ïðèïèñàíà ðàçìåðíîñòü [X] = Lx1Mx2T x3 è íà f íàëàãàåòñÿ òðåáîâàíèå êîððåêòíîñòè: åñëè ñî-
âåðøèòü ïðåîáðàçîâàíèå (2) è (3), òî çàâèñèìîñòü îáÿçàíà îñòàòüñÿ âåðíîé, òî åñòü ìû âñåãäà ïîëó÷èì
Q′ = f(X ′, Y ′, Z ′, . . .).

Ðàçìåðíîñòè L, M, T áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè. Ðàçóìíî áóäåò ñêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí
l, v, g çàâèñèìû, ïîñêîëüêó

(7) [v]2 = [l][g],

è ÷òî, íàîáîðîò, ðàçìåðíîñòè ñèëû, ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè

[F ] = ML/T2, [v] = L/T, [ρ] = M/L3

íåçàâèñèìû, òàê êàê ñâÿçàòü èõ ñîîòíîøåíèåì òèïà [F ]a = [v]b[ρ]c ÿâíî íåâîçìîæíî. Îáîáùèâ, áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî âåëè÷èíû X , Y , Z

ðàçìåðíî íåçàâèñèìû,
åñëè îïðåäåëèòåëü èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîêàçàòåëåé

(8)

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

ËÅÌÌÀ.
Åñëè P � äðóãàÿ ðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, òî

(9) [P ] = [X]a[Y ]b[Z]c ,

Â ñàìîì äåëå, íàéòè çíà÷åíèÿ a, b, c ïðåäñòîèò èç ñèñòåìû

(10) pi = axi + bxi + cxi, ãäå i = 1, 2, 3

ïðè÷åì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû ìû âèäèì â (8), îí íå ðàâåí íóëþ è ôîðìóëû (10) îáðàòèìû íàä
Q.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Åñëè ïðè çàìåíå ìàñøòàáà (2) èìååì X ′ = X
ξ

, Y ′ = Y
η , Z ′ = Z

ζ
, òî âåëè÷èíà P ìå-

íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(11) P ′ =
P

ξaηbζc

Â ñóùíîñòè, [X], [Y ], [Z] ìîæíî ñ÷èòàòü íîâûìè îñíîâíûìè åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíà

Π =
P

XaY bZc

åñòü òàê íàçûâàåìàÿ
áåçðàçìåðíàÿ êîìáèíàöèÿ

âåëè÷èí P , X, Y , Z. Ïîêàçàòåëè ïðè L, M, T äëÿ íåå ðàâíû íóëþ. Îíà ñîõðàíÿåò ñâîå ÷èñëåííîå
çíà÷åíèå ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáîâ.

Âçÿòèå ëþáîé ýëåìåíòàðíîé ( sin, exp, ln, arctg è ò.ä.) èëè èíîé íå ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè âîçìîæ-
íî ëèøü îò áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí (íàïðèìåð, óãëîâ â ðàäèàííîé ìåðå) èëè îò áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé
ðàçìåðíûõ âåëè÷èí.
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Π - òåîðåìà. Ïóñòü èìååòñÿ êîððåêòíàÿ çàâèñèìîñòü âèäà

(12) P0 = f(X,Y, Z, P1, . . . , PS),

â êîòîðîé âåëè÷èíû X, Y, Z ïîëîæèòåëüíû è ðàçìåðíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ýêâèâàëåíòíàÿ çàâèñèìîñòü

(13) Π0 = ϕ(Π1, . . . , ΠS),

â êîòîðîé Πi � áåçðàçìåðíûå êîìáèíàöèè âèäà (7).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî âåëè÷èíû X, Y, Z, P1, . . . , PS , âû÷èñëèì P0 è ïîñëå ýòîãî

ñîâåðøèì ïðîèçâîëüíîå èçìåíåíèå ìàñøòàáîâ (2). Â ñèëó (11) è êîððåòíîñòè çàâèñèìîñòè f èìååì òîãäà

P0

ξa0ηb0ζc0
= f

(
X

ξ
,
Y

η
,
Z

ζ
,

P1

ξa1ηb1ζc1
, . . . ,

PS

ξaS ηbS ζcS

)
.

Êàêîâû áû íè áûëè çíà÷åíèÿ X , Y , Z , âñåãäà ìîæíî òàê èçìåíèòü ìàñøòàáû, ÷òî

ξ = X, η = Y , ζ = Z.

Âñÿêèé ðàç ïîëó÷èì
P0

Xa0Y b0Zc0
= f

(
1, 1, 1,

P1

Xa1Y b1Zc1
, . . . ,

PS

XaS Y bS ZcS

)
,

Îñòàëîñü ïîëîæèòü

(14) ϕ(−−−) = f (1, 1, 1,−−−)

è (13) ó íàñ â ðóêàõ. Íî ìû áóäåì ïîä÷åðêíóòî àêêóðàòíû è êîå-÷òî ïðîÿñíèì. Íàì ÿñíî, ÷òî åñëè
âåëè÷èíû (Π1, . . . , ΠS) ëåæàò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ϕ, òî ýòîò ôàêò íå çàâèñèò îò âûáîðà
åäèíèö èçìåðåíèÿ, à ïîòîìó âåëè÷èíû (1, 1, 1,Π1, . . . , ΠS) ëåæàò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f, à â
ñèëó êîððåòíîñòè ïîñëåäíåé ôóíêöèè âåëè÷èíû

X, Y, Z, P1 = Π1X
a1Y b1Zc1 , . . . , PS = ΠSXaS Y bS ZcS

ëåæàò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f. È íàîáîðîò.
Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííûõ X,Y, Z, . . . îäíîâðåìåííî èìååì

P0 = Xa0Y b0Zc0ϕ
(

P1
Xa1Y b1Zc1

, . . . , PS

XaS Y bS ZcS

)
,

P0 = f(X, Y, Z, P1, . . . , PS),

×òî è òðåáîâàëîñü.
Îáðàòíî, åñëè (13) óæå äàíî, òî ïðîñòî ïåðåõîäèì ê âåðõíåé èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë, è îíà áóäåò

êîððåêòíà.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñèëà Π - òåîðåìû (ðàâíî êàê è ñëàáîñòü) â òîì, ÷òî íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè èñòî÷íèê çàâèñèìîñòè f

.
Ïðèìåð. Ïóñòü øàð ðàäèóñà R äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v â ãàçå ïëîòíîñòüþ ρ . Äîïóñòèì, ÷òî ñèëà

ñîïðîòèâëåíèÿ F = f(ρ, v, R) . Àíàëèçèðóÿ ðàçìåðíîñòè

[R] = L, [ρ] = M/L3, [v] = L/T, [F ] = ML/T2,

âèäèì, ÷òî ïåðâûå òðè íåçàâèñèìû è ÷òî [F ] = [ρ][R]2[v]2 . Â ñèëó Π -òåîðåìû F/ρR2v2 = f(1, 1, 1) = C.
Õîòÿ çíà÷åíèå C óñòàíîâèòü ìû íå ìîæåì, ÿñíî, ÷òî

F = CρR2v2,
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ò. å. ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè. Ýòî � çíàíèå. Ðàçóìíû ëè äîïóùåíèÿ �
ïîêàæåò îïûò.

Ñîâåòû íà áóäóùåå. Ôîðìóëà (14) ïîçâîëÿåò íàì â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè äåéñòâîâàòü ïî ñëåäóþùåé
ñõåìå.

Â óðàâíåíèÿõ (êàêèõ-òî), êîòîðûå íàäî ðåøèòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè f , ïîëàãàåì
X = Y = Z = 1 ; óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ïðîùå, è ìû äîâîëüíî ñêîðî ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

P0 = ϕ(P1, . . . , PS),

ïîñëå ÷åãî çàìåíÿåì P0 , . . . , PS èõ áåçðàçìåðíûìè êîìáèíàöèÿìè è â èòîãå èìååì èñêîìîå:

P0 = Xa0Y b0Zc0ϕ

(
P1

Xa1Y b1Zc1
, . . . ,

PS

XaS Y bS ZcS

)
.

Åñëè â óðàâíåíèÿõ òîëüêî äâà ðàçìåðíî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, òî ìîæíî äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãè÷íîé
ñõåìå, íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà òðåòüþ íåçàâèñèìóþ ðàçìåðíîñòü.

Â êëàññè÷åñêîé äèíàìèêå çíà÷åíèå ìåòîäà áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé ïî÷òè öåëèêîì ñâîäèòñÿ ê ïðèå-
ìàì, ïîçâîëÿþùèì óìåíüøèòü ÷èñëî ïàðàìåòðîâ (òî åñòü îáëåã÷èòü âûêëàäêè çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ÷èñëà
âîâëåêàåìûõ â ðàáîòó áóêâ).

Ïîäëèííûé ðàçìàõ ýòîò ìåòîä ïðèîáðåòàåò â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä.
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1. Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå
Íàäî ïðåä÷óâñòâîâàòü (èëè ïîâåðèòü), ÷òî â ýòîì ðàçäåëå âûñâå÷èâàþòñÿ ìíîãèå ÿâëåíèÿ, òèïè÷íûå

äëÿ ìíîãèõ è ìíîãèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðîñòî òåîðåìû, îáúÿñíÿþùèå ñâåäåíèå ¾ñëîæíûõ¿ ñèñòåì ê
íåñêîëüêèì ïðîñòûì, ýêâèâàëåíòíûì äèíàìèêå îäíîé òî÷êè, åùå íå ðàññêàçàíû.

Ïóñòü òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé (îñè Ox) ïîä äåéñòâèåì ñèëû F = Fex, íàïðàâëåííîé âäîëü ýòîé
æå ïðÿìîé. Ìû ïîìíèì ïðî çàêîí Íüþòîíà ma = F , à äëÿ âåëè÷èíû F ìû îáÿçàòåëüíî íàïèøåì êàêóþ-
íèáóäü ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ âîçäåéñòâèå íà òî÷êó ñî ñòîðîíû êàêîãî-òî èíîãî îáúåêòà: (1) F = −mg

äëÿ ñèëû òÿæåñòè (îñü x èäåò ââåðõ), (2) F = −kx äëÿ óïðóãîé ñèëû (ïðóæèíà), (3) F = −cẋ äëÿ òðåíèÿ
â âÿçêîé æèäêîñòè (ýòà ñèëà íàïðàâëåíà ïðîòèâ íåñêîëüêî îáúåêòîâ), íàïðèìåð, F = −kx− ñẋ âûðàæàåò
íàëè÷èå è ïðóæèíû, è æèäêîñòè.

Îáîáùèì: ïpè äâèæåíèè ïî ïpÿìîé ìû áóäåì ïèñàòü

(15) mẍ = F (t, x, ẋ).

ãäå F � íåêîòîðîå ÿâíîå âûpàæåíèå ïåðå÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê äèôôåpåíöè-
àëüíîå ópàâíåíèå âòîpîãî ïîpÿäêà. Åãî ðåøåíèå - ôóíêöèÿ x(t), êîòîpàÿ ïpè ïîäñòàíîâêå äàåò òîæäåñòâî
ẍ(t) = F (t, x(t), ẋ(t)).

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ. ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Íüþòîíà � ýòî ôóíêöèÿ x(t) òàêàÿ, ÷òî

m
d2

dt2
x(t) ≡ F (t, x(t),

d

dt
x(t)).

Ïîëó÷åíèå òàêèõ ðåøåíèé è åñòü òî ñàìîå ïðåäâû÷èñëåíèå, î êîòîðîì øëà ðå÷ü. Ñðàâíèâàÿ ðåøåíèÿ ñ
íàáëþäåíèÿìè, ìîæíî äåëàòü âûâîäû, õîðîøî ëè ïîäîáðàëè èñõîäíîå âûðàæåíèå äëÿ ñèë. Òàêèì îáðàçîì,
ìû èìååì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðåàëüíîãî îáúåêòà; ýòà ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðîùå è ñëîæíåå, ãðóáåå
è òî÷íåå. Èäåàë � ýòî äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ è âìåñòå ñ òåì äîñòàòî÷íî òî÷íàÿ ìîäåëü. Íàéòè åå � íàó÷íîå
èñêóññòâî.

×àñòíûõ ðåøåíèé ìíîãî; ðåøåíèå åäèíñòâåííî (íàïîìèíàåì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ñ÷èòàåì ãëàäêèìè),
åñëè çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

ïðè t = tI ñïðàâåäëèâî x|tI
= xI ,

dx

dt

∣∣∣∣
tI

= ẋI ,

ãäå tI , xI , ẋI � íóæíûå íàì âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ è íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè. Òàêîå ðåøåíèå îáîçíà÷àåòñÿ x(t, tI , xI , ẋI) è íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
Íüþòîíà. ßñíî, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t êàæäîå ÷àñòíîå ðåøåíèå x(t) è åãî ñêîðîñòü ẋ(t), âîîáùå
ãîâîðÿ, ¾ïðîõîäÿò¿ ïî ðàçíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, òàê ÷òî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ îáðàçóþò
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî, ÷òî ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå îáùåãî ðåøåíèÿ x(t, c1, c2), ãäå c1 è c2

� òàê íàçûâàåìûå ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
Â áîëüøèíñòâå ðåàëüíûõ çàäà÷ óðàâíåíèå Íüþòîíà � àâòîíîìíîå:

mẍ = F (x, ẋ),

òî åñòü íå ñîäåðæàùåå âðåìÿ ÿâíûì îáðàçîì (ïðèìåðû, êðîìå Ëç è Ëê , àâòîíîìíû). Îñíîâíîå ñâîéñòâî
àâòîíîìíûõ ñèñòåì: åñëè x(t) � ðåøåíèå, òî x(t− τ) � òîæå ðåøåíèå äëÿ âñÿêîãî τ. Ïîýòîìó ïîñòàíîâêà
çàäà÷è Êîøè äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì îáû÷íî îòòàëêèâàåòñÿ îò tI = 0.

Ðåøåíèå âèäà x(t)=x∗ = const íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì. Îíî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
F (x∗, 0)=0. Â òåîðèè ÷àñòî ïðèíèìàåòñÿ x∗=0, èìåÿ â âèäó çàìåíó ïåðåìåííîé x := x− x∗.

×àñòî âåëè÷èíû x(t), ẋ(t) ðàçóìíî ñ÷èòàòü ìàëûìè, òî åñòü ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé ïèñàòü
x2 = 0 è ò.ï. Ðàçëîæèì F â ðÿä Ìàêëîðåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x=0, ẋ=0 :

F (x, ẋ) = F (0, 0) +
∂F

∂x

∣∣∣∣
0,0

x +
∂F

∂ẋ

∣∣∣∣
0,0

ẋ + . . . .

9
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Îòáðîñèì ÷ëåíû . . . è ïåðåîáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû:

mẍ = −kx− cẋ.

Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðûå àâòîíîìíûå ëèíåéíûå çàäà÷è, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ ïåðå÷èñëèì, ïðèáëèæåííî
îïèñûâàþò ìíîãèå àâòîíîìíûå ñèñòåìû âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâíîâåñèÿ:

mẍ = −cẋ . äâèæåíèå òîëüêî ñ âÿçêèì òðåíèåì;

mẍ = −kx . ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð;

mẍ = kx . äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì �îòòàëêèâàþùåé ïðóæèíû“;

mẍ = −kx− cẋ . îñöèëëÿòîð ñ âÿçêèì òðåíèåì;

mẍ = −mg − kx . ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð â ïîëå òÿæåñòè;

mẍ = −mg − kz − cż . îñöèëëÿòîð ñ âÿçêèì òðåíèåì â ïîëå òÿæåñòè.

Åñëè ïðî ïàðàìåòðû íè÷åãî íå ñêàçàíî, òî îíè ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Îòñþäà îáèëèå ìèíóñîâ
âî âñåõ ýòèõ ôîðìóëàõ: òàê îòðàæàåòñÿ ôèçè÷åñêè áîëåå åñòåñòâåííàÿ îáñòàíîâêà. Âîçìîæíû è äðóãèå
ïðèìåðû òàêîãî òèïà.

Äëÿ âñåõ ýòèõ çàäà÷ íàäî óìåòü âûïèñûâàòü îáùåå ðåøåíèå, äàâàòü êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ
ðåøåíèé, ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè. Âñêîðîñòè ìû ê ýòîìó âåðíåìñÿ â áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå.

(16) Ïåðâûé èíòåãðàë.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ. Ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Íüþòîíà � ýòî ôóíêöèÿ H(t, x, ẋ) òàêàÿ, ÷òî åñëè

ïîäñòàâèòü â íåå ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, ò.å. âû÷èñëèòü ñëîæíóþ ôóíêöèþ H(t, x(t), ẋ(t)), òî âñÿêèé ðàç
ïîëó÷èòñÿ êîíñòàíòà, íî íå îäíà è òà æå äëÿ âñåõ ðåøåíèé.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ. Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü � ýòî ïëîñêîñòü ñ êîîðäèíàòàìè x, ẋ.

Ïóñòü óðàâíåíèå Íüþòîíà
mẍ = F (t, x, ẋ)

èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå x(t). Ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî t è íà÷àòü ðèñîâàòü íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè
ôàçîâóþ êðèâóþ (x(t), ẋ(t)) (çàäàííóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå). Åñëè ẋ > 0 (âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü),
dx
dt > 0 è ïîòîìó êîîðäèíàòà x(t) âîçðàñòàåò, òî åñòü äâèæåíèå ïî ôàçîâîé êðèâîé ïðîèñõîäèò âïðàâî.
Åñëè ẋ < 0 (íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü), òî âëåâî. Êðèâàÿ ìîæåò ïåðåñåêàòü îñü x. Êàê? Íàäî ïîðàññóæäàòü.
Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî âáëèçè t = t1 ðàçëîæèì x(t) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:

x(t) = x(t1) + ẋ(t1)(t− t1) + ẍ(t1)
(t− t1)2

2
+ O((t− t1)3) =

= x1 + ẋ1(t− t1) +
1
m

F (t1, x1, ẋ1))
(t− t1)2

2
+ O((t− t1)3).

Åñëè ẋ1 6= 0, òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè t1 äîìèíèðóåò ñëàãàåìîå ñ ïåðâîé ñòåïåíüþ ïî t− t1.

Íàïðèìåð, åñëè ẋ1 > 0, òî ïðè t > t1 ñìåùåíèå ïðîèñõîäèò â ñòîðîíó ñêîðîñòè.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïðè t=t1 èìååò ìåñòî ìãíîâåííàÿ îñòàíîâêà, åñëè ẋ1 = 0. Ðàçëîæåíèå Òåéëîðà

ïðèîáðåòàåò âèä
x(t) = x1 +

1
m

F (t1, x1, 0)
(t− t1)2

2
+ O((t− t1)3).

Åñëè F (t1, x1, 0) 6= 0, òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè t1 äîìèíèðóåò ñëàãàåìîå ñî âòîðîé ñòåïåíüþ ïî t− t1, òàê
÷òî x(t) ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó äåéñòâèÿ ñèëû äëÿ âñåõ t, áëèçêèõ ê t1. Âû÷èñëèì ôàçîâóþ ñêîðîñòü

d

dt
(x, ẋ) = (ẋ, ẍ) = (ẋ,

F

m
).

10
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Â òî÷êå îñòàíîâêè d
dt (x, ẋ)|t1 = (0, F

m ), òàê ÷òî ôàçîâàÿ ñêîðîñòü îòëè÷íà îò íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà F 6=0. Ïðè ýòîì ôàçîâàÿ êðèâàÿ ïåðåñåêàåò îñü x ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîñëåäíåé è âîãíóòà â ñòîðîíó
äåéñòâèÿ ñèëû.

ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ: F = F (ẋ, x). Òîãäà

(17) mẍ = F ⇐⇒ dx

dt
= ẋ,

dẋ

dt
=

F (ẋ, x)
m

.

Íàçîâåì (x, ẋ) � ñîñòîÿíèåì, à ïëîñêîñòü ñîñòîÿíèé � ôàçîâîé ïëîñêîñòüþ. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû � ýòî ïàðû
ôóíêöèé (x(t), ẋ(t)), çàäàþùèå íà ïëîñêîñòè ñîñòîÿíèé ôàçîâûå êðèâûå.

Ñâîéñòâà ôàçîâûõ êðèâûõ:
(1) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êðèâûå èäóò íàïðàâî, â íèæíåé íàëåâî;
(2) åñëè ôàçîâàÿ êðèâàÿ ïåðåñåêàåò îñü x, òî îáÿçàòåëüíî ïîä ïðÿìûì óãëîì;
(3) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ âîçìîæíî òîëüêî íà îñè x.

Ðåøåíèå âèäà x(t)=x∗ = const íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì è èùåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ F (x∗, 0)=0.

Äëÿ íåãî ẋ(t)≡0. Èòîã: åñëè ôàçîâàÿ êðèâàÿ àâòîíîìíîé çàäà÷è îêàçàëàñü íà îñè x ñ íóëåâîé ôàçîâîé
ñêîðîñòüþ, òî ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé è îñòàåòñÿ íà îñè âñå âðåìÿ.

Ôàçîâûé ïîðòðåò àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ Íüþòîíà � ýòî èçîáðàæåíèå íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ èëè,
íàîáîðîò, èñêëþ÷èòåëüíûõ ôàçîâûõ êðèâûõ, äàþùåå äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ðå-
øåíèé.

Åñëè ó íàñ åñòü ïåðâûé èíòåãðàë H, ðàçóìååòñÿ, ìû ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî H ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò ñâîèõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü

(
dH
dx

)2
+

(
dH
dẋ

)2 6≡ 0. Òîãäà óðàâíåíèÿ

(18) H(x, ẋ) = h, h− ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî,

çàäàþò íå÷òî íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, òîæå êðèâûå. Îíè àâòîìàòè÷åñêè ñîñòîÿò èç îäíîé
èëè íåñêîëüêèõ ôàçîâûõ êðèâûõ. Ïåðâûé èíòåãðàë ïîëåçåí óæå äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè êðèâûå ðèñîâàòü.

Ñ ýòîãî ìåñòà ìû äîëãîå âðåìÿ áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ àâòîíîìíûìè çàäà÷àìè. Òîãäà åñëè
(x(t), ẋ(t) � ôàçîâàÿ êðèâàÿ, òî (x(t− τ), ẋ(t− τ)) - òîæå ôàçîâàÿ êðèâàÿ. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ãäå
óãîäíî íà óæå íàðèñîâàííîé ôàçîâîé êðèâîé âçÿòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè, òî ïîñëå
ýòîãî äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî èñõîäíîé êðèâîé êàê ãåîìåòðè÷åñêîìó ìåñòó òî÷åê.

Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèå âèäà x(t)=x∗ = const íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì è èùåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ F (x∗, 0)=0. Äëÿ íåãî ẋ(t)≡0. Èòîã: åñëè ôàçîâàÿ êðèâàÿ àâòîíîìíîé çàäà÷è îêàçàëàñü íà îñè x ñ
íóëåâîé ôàçîâîé ñêîðîñòüþ, òî ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé è îñòàåòñÿ íà îñè âñå âðåìÿ.

Äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì âèäà H(x, ẋ), òî åñòü íå ñîäåðæàùèì
ÿâíî âðåìÿ. (Íèêàêîé òåîðåìû çà ýòèì íåò; ñóùåñòâóþò àâòîíîìíûå ñèñòåìû ñ íåàâòîíîìíûì èíòåãðà-
ëîì.) Ðàçóìååòñÿ, ìû ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî H ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñâîèõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü(

dH
dx

)2
+

(
dH
dẋ

)2 6≡ 0. Òîãäà óðàâíåíèÿ

(19) H(x, ẋ) = h, h− ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî,

çàäàþò íå÷òî íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, òîæå êðèâûå. Îíè àâòîìàòè÷åñêè ñîñòîÿò èç îäíîé
èëè íåñêîëüêèõ ôàçîâûõ êðèâûõ. Ïåðâûé èíòåãðàë ïîëåçåí óæå äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè êðèâûå ðèñîâàòü. Ôà-
çîâûé ïîðòðåò àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ Íüþòîíà � ýòî èçîáðàæåíèå íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ èëè, íàîáîðîò,
èñêëþ÷èòåëüíûõ ôàçîâûõ êðèâûõ, äàþùåå äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ðåøåíèé.

Äàëåå, ïåðâûé èíòåãðàë óäîáåí äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé. Èç (19) ìîæíî âûðàçèòü ẋ = η(x, h), à ýòî
äàåò íàì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= η(x, h),

â êîòîðîì ðàçäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå, â ñèëó ÷åãî, èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì t − tI =
∫ x

x0

dx
η(x,h) = τ(x, xI , h).

Ñíîâà îáðàùàåì ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü è ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå â âèäå x = x(t− tI , xI , h).

11
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(20) Èíòåãðàë ýíåðãèè.
Â ñëó÷àå, êîãäà ñèëà çàâèñèò òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ, ñóùåñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë � èíòåãðàë ýíåðãèè

� âèäà
H(ẋ, x) =

mẋ2

2
+ V (x).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì ñþäà ðåøåíèå x(t) :

H(ẋ(t), x(t)) = m
2 [ẋ(t)]2 + V (x(t)) ≡ const,

d
dtH(ẋ(t), x(t)) ≡ 0,

d
dt (

m
2 [ẋ(t)]2 + V (x(t))) = m

2 2ẋẍ + V ′(x(t))ẋ ≡ 0.

Âûâîä: äîëæíî áûòü ẋ[F (x(t)) + V ′(x(t))] ≡ 0. Áåðåì V ′(x) = −F (x), òî åñòü V (x) = − ∫
F (x) dx � ýòî

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ çàäàííîé ñèëû. Ñõåìó ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé (èíòåãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ)
ìû ðåàëèçóåì ÷óòü ïîçäíåå.

(21) Òèïû îñîáûõ òî÷åê ïî Ïóàíêàðå è èõ ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ
Êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíûõ ïîëåé íî ïëîñêîñòè
� èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, àâòîíîìíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ

íåèçâåñòíûìè �
áûëà ïðåäëîæåíà Ïóàíêàðå â âîçðàñòå 25-28 ëåò â åãî äîêòîðñêîé (âî ôðàíöóçñêîé ñèñòåìå ó÷åíûé

ñòåïåíåé) äèññåðòàöèè è ìåìóàðàõ "Î êðèâûõ, îïðåäåëÿåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè". Ñàìè
íàçâàíèÿ: ñåäëî, óçåë, ôîêóñ, öåíòð è äðóãèå - òàêæå ïðèíàäëåæàò Ïóàíêàðå (î ÷åì ñòóäåíòàì ðåäêî
ðàññêàçûâàþò), ëèøü â îòíîøåíèè ÷àñòè âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ âïîñëåäñòâèè âîçíèê ðàçíîáîé.

Ïîèìåíîâàííûå òîëüêî ÷òî òèïû íàäî çíàòü íàçóáîê. Áîëåå òîãî, ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü ñåáå íå òîëü-
êî èõ êàíîíè÷åñêèå îáðàçû â ñïåöèàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, íî è ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÅ ðàñïîëîæåíèå
ôàçîâûõ êðèâûõ â ñëó÷àå ôàçîâîãî ïîðòðåòà óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ïðàâèëà ïîâåäåíèÿ
ôàçîâûõ êðèâûõ, ñôîðìóëèðîâàííûå â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, äîëæíû ñòðîãî âûïîëíÿòüñÿ.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå
ẍ + cẋ + kx = 0 ,

íî óæå íå ñ÷èòàÿ ïàðàìåòðû îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíûìè. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè
(c, k) íà êðèâûå è îáëàñòè, êàæäîé èõ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñâîé òèï îñîáîé òî÷êè è õàðàêòåðíûé âèä
ôàçîâûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè.

(22) Ëèíåéíûå çàäà÷è äèíàìèêè òî÷êè
Ïðîñòåéøèìè ìîäåëÿìè â äèíàìèêå ÿâëÿþòñÿ òàêèå, â êîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ ïîëó÷àþòñÿ ëèíåéíûìè. Ðåøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ïðèíöèïå òðèâèàëüíî. Ñàìè ìîäåëè, îäíàêî,
íå òðèâèàëüíû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîçâîëÿþò óëîâèòü ðÿä âàæíûõ ýôôåêòîâ â ïîâåäåíèè ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì.

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå áóäåò ïðÿìûì ïåðå÷èñëåíèåì ìîäåëåé (ðàçóìååòñÿ, áåç êàêîé-ëèáî ïîëíîòû
ñïèñêà), ïðè÷åì

1) êàæäóþ ìîäåëü ìû ñîïðîâîäèì íàãëÿäíûì êîììåíòàðèåì, è ïóñòü ïîäñïîðüåì áóäóò ïðåäñòàâëå-
íèÿ, ñîõðàíèâøèåñÿ îò øêîëüíîãî êóðñà ôèçèêè (íàïðèìåð, çàêîí óïðóãîñòè Ãóêà, êîòîðûé çäåñü íå
îáñóæäàåì, íî èñïîëüçóåì):

2) ñëåäóÿ òðàäèöèè, áóêâåííûå ïàðàìåòðû óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûìè, åñëè íå îãîâîðåíî
÷òî-ëèáî èíîå;

3) âñåãäà íà÷àëüíîå ìãíîâåíèå t0 = 0 ;
4) îáÿçàòåëüíî ðèñîâàòü ôàçîâûå ïîðòðåòû àâòîíîìíûõ çàäà÷
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ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÏÎ ÈÍÅÐÖÈÈ:

mẍ = 0 ⇒ x = x0 + ẋ0t.

ÏÀÄÅÍÈÅ:

mz̈ = −mg⇒ z = z0 + ż0t− gt2/2.

ÄÂÈÆÅÍÈÅ Â ÑÐÅÄÅ Ñ ÂßÇÊÈÌ ÒÐÅÍÈÅÌ:

mẍ = −cẋ ⇒ x = x0 +
m

c
ẋ0

(
1− e−

c
m t

)
.

Òî÷êà ëèáî ïîêîèòñÿ, ëèáî ñòðåìèòñÿ ê ïîêîþ ïðè t →∞.
ÄÂÈÆÅÍÈÅ Â ÏÎËÅ ÒßÆÅÑÒÈ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÂßÇÊÎÃÎ ÒÐÅÍÈß:

mz̈ = −mg− cż.

Ñåé÷àñ ñàìîå âðåìÿ ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðèìåíåíèå ìåòîäà áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé. Ïàðàìåòðû
çàäà÷è èìåþò ðàçìåðíîñòè

[m] = M, [g] = L/T2, [c] = M/T,

êîòîðûå, êîíå÷íî, íåçàâèñèìû. Ïîëîæèì m = g = c = 1 . Òîãäà
d

dt
ż = −1− ż,(23)

ż = −1 + (ż0 + 1)e−t,(24)
z = (z0 + ż0 + 1)− t− (ż0 + 1)e−t.(25)

Âìåñòî t , z(z0) , ż0 ïîäñòàâèì áåçðàçìåðíûå êîìáèíàöèè

ct

m
,

zc2

gm2
,

ż0c

gm.

Ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå
z = z0 − mg

c
t +

m

c
(ż0 +

mg

c
)
(
1− e−

c
m t

)
.

Äâèæåíèå âñåãäà ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó ïàäåíèþ ñî ñêîðîñòüþ mg/c (íåòðóäíî äîêàçàòü ýòî, íå
ðåøàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ).

Ïðè c 7→ 0 ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå, à òóò êàêîé-òî íóëü â çíàìåíåòåëå ïî-
ëó÷àåòñÿ... Íî íè÷åãî ñòðàøíîãî! Ðàçëîæèòå ýêñïîíåíòó ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îøèáêîé O((ñt/m)3),
ðàñêðîéòå ñêîáêè, ïðèâåäèòå ïîäîáíûå ÷ëåíû è óñïîêîéòåñü.

ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÓÏÐÓÃÎÉ ÑÈËÛ
(ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÎÑÖÈËËßÒÎÐ):

mẍ = −kx.

Ïîëó÷àþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (îñöèëëÿöèè):

x = x0 cosωt +
ẋ0

ω
sin ωt = A cos(ωt + ϕ).

Çäåñü ÷àñòîòà ω , ïåðèîä êîëåáàíèé T , àìïëèòóäà A è íà÷àëüíàÿ ôàçà ϕ äàþòñÿ ôîðìóëàìè:

ω =

√
k

m
, T =

2π

ω
,(26)

A =

√
x2

0 +
ẋ2

0

ω2
, ϕ = arctg

ẋ0

ωx0
.(27)

Âàæíî, ÷òî ïåðèîä íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû.
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ÎÑÖÈËËßÒÎÐ Â ÏÎËÅ ÒßÆÅÑÒÈ:

mz̈ = −kz + mg.

Òå æå êîëåáàíèÿ, íî ñî ñìåùåíèåì: ðàâíîâåñèå z∗ = mg/k .
ÎÑÖÈËËßÒÎÐ Ñ ÂßÇÊÈÌ ÒÐÅÍÈÅÌ:

mẍ = −kx− cẋ.

Íàçîâåì êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ ÷èñëî χ = c/2m . Åñëè χ < ω , òî ïðîèñõîäÿò çàòóõàþùèå êîëå-
áàíèÿ

x = e−χt(C1 cosΩt + C2 sinΩt), Ω =
√

ω2 − χ2.

Åñëè χ > ω , òî íàáëþäàåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì

x = C1e
(−χ+λ)t + C2e

(−χ−λ)t, λ =
√
−ω2 + χ2.

Ýòî íå âñå: íàäî áóäåò ôàçîâûå ïîðòðåòû è çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû îò âðåìåíè ðèñîâàòü!

(28) Ôàçîâûå ïîðòðåòû êîíñåðâàòèâíûõ çàäà÷
Ïåðâûé èíòåãðàë óäîáåí äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé. Èç (18) ìîæíî âûðàçèòü ẋ = η(x, h), à ýòî äàåò íàì

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dx

dt
= η(x, h),

â êîòîðîì ðàçäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå, â ñèëó ÷åãî, èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì t − tI =
∫ x

x0

dx
η(x,h) = τ(x, xI , h).

Ñíîâà îáðàùàåì ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü è ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå â âèäå x = x(t − tI , xI , h).
Òàêóþ ñõåìó ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé (èíòåãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ) ìû ðåàëèçóåì î÷åíü ñêîðî.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ. Êîíñåðâàòèâíàÿ çàäà÷à � ýòî çàäà÷à ñ èíòåãðàëîì ýíåðãèè. Ñåé÷àñ ýòî

(29) H(ẋ, x) =
mẋ2

2
+ V (x) = h = const.

Ðàáîòà ñ èíòåãðàëîì ýíåðãèè � øàã âïåðåä ïîñëå óðàâíåíèÿ Íüþòîíà

mẍ = −V ′(x).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî h è â òî÷êàõ èíòåãðàëüíîãî óðîâíÿ Ih = {H(ẋ, x) = h} âû÷èñëèì âåëè÷èíó γ =(
dH
dx

)2
+

(
dH
dẋ

)2
= [V ′(x)]2+[mẋ]2. Âáëèçè òî÷åê, ãäå γ 6= 0, ìíîæåñòâî Ih èìååò âèä ãëàäêîé êðèâîé. Ëåãêî

çàìåòèòü, ÷òî ôàçîâàÿ ñêîðîñòü (ẋ, −V ′
m ) 6= 0 â òåõ æå òî÷êàõ, òî åñòü äâèæåíèå âäîëü Ih ïðîèñõîäèò ñ

íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ. À ãäå æå âåëè÷èíà γ è ôàçîâàÿ ñêîðîñòü îáðàùàþòñÿ â íóëü? Êàê ðàç â ðàâíîâåñèÿõ,
êîòîðûå, êàê ìû çíàåì, ñóòü îòäåëüíûå ôàçîâûå êðèâûå. Ðàâíîâåñèÿ èùóòñÿ èç óñëîâèÿ V ′(x) = 0, òî
åñòü ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V (x).

Ïðèìåðû (êàê ìû âñêîðå óâèäèì, âûðàæàþùèå íå÷òî òèïè÷íîå).
1. F = mg, V = mgx; òîãäà èç (29) èìååì x = h

mg − ẋ2

2g . Ôàçîâûå êðèâûå � ïàðàáîëû. Îáùåå ðåøåíèå:
x = xI + ẋIt− gt2

2 . 2. F = kx, V = 1
2kx2 (óïðóãîå ïðèòÿæåíèå). Ôàçîâûå êðèâûå � ýëëèïñû ïðè h > 0,

ðàâíîâåñèå ïðè h = 0, ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðè h < 0. Îáùåå ðåøåíèå x(t) = xI cos ωt + ẋI
ω sin ωt,

ω =
√

k
m . 3. F = −kx, V = − 1

2kx2 (óïðóãîå îòòàëêèâàíèå). Ôàçîâûå êðèâûå � ãèïåðáîëû ïðè h > 0 è
h < 0 (íî ïî-ðàçíîìó ðàñïîëîæåííûå), ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ ïðè h = 0. Ýòîò �êðåñò"ñîñòîèò èç
ïÿòè ôàçîâûõ êðèâûõ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå (áåç ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè) èìååò âèä
x(t) = C1e

χt + C2e
−χt, χ =

√
k
m .
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Åñëè C1 = 0, C2 6= 0, òî ẋ(t) = −χx(t), è x(t) → 0 ïðè t → +∞. Ýòî � îäèí èç ÷åòûðåõ �óñîâ", ïðèìû-êàþùèõ ê ðàâíîâåñèþ ïðè h = 0. Ìû ïðåäúÿâèëè äâà �âõîäÿùèõ"óñà. Åñëè ẋ(t) = +χx(t), òî x(t) → 0
ïðè t → −∞ � ýòî �âûõîäÿùèå"óñû.
4. (íàìíîãî ìåíåå òèïè÷íûé): F = − lx2

2 , V = 1
6 lx3, mẋ2 = 2h− lx3/3. Åñëè h=0, òî

ẋ = ±(λ)(−x)3/2, x 6 0, λ =
√

l/3m. Ïîëó÷àåòñÿ ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà. Îñòàëüíûå êðèâûå ãëàäêî
ïðîõîäÿò ñïðàâà è ñëåâà îò íåå. Êñòàòè, çäåñü ëèíåàðèçàöèÿ äàåò mẍ = 0, òî åñòü íå÷òî ñîâñåì íå
ïîõîæåå íà èñõîäíîå óðàâíåíèå.

Âñïîìíèì íå÷òî èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïóñòü åñòü ôóíêöèÿ V (x). Â îêðåñòíîñòè x=0 (äëÿ
óäîáñòâà) èìååì:

V (x) = V (0) +
∫ x

0
V ′(ξ) dξ =

= V (0) + V ′(ξ) (ξ−x)
∣∣x
0
−∫ x

0
(ξ−x) dV ′(ξ) =

= V (0) + V ′(0)x +
∫ x

0
V ′′(ξ)(x−ξ) dξ =

= V (0) + V ′(0)x + V ′′(0)
2 x2 + · · ·+ V (n)(0)

n! xn+

+ 1
n!

∫ x

0
V (n+1)(ξ)(x− ξ)n dξ

(ðàçëîæåíèå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå).
Ìîæíî ñ÷èòàòü V (0) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n > 0

V ′(0)=V ′′(0)= . . .=V (n)(0)=0, V (n+1)(0) = K 6=0.

Òîãäà
V (x) = 1

n!
∫ x

0
V (n+1)(ξ)(x−ξ)n dξ =

= xn+1

n!
∫ 1

0
V (n+1)(xt)(1−t)n dt.

Áûëà ñäåëàíà çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ξ = xt. Êàê âèäèì, V (x) = xn+1ψ(x). Ïîíÿâ, ÷òî òîãäà
V (n+1)(0)=(n + 1)!ψ(0), ìû ìîæåì íàïèñàòü

V (x) =
K

(n + 1)!
ϕ(x), ϕ(0) = 1.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ q = x n+1
√

ϕ(x); òåïåðü

V (x) =
K

(n + 1)!
qn+1, H =

mẋ2

2
+

K

(n + 1)!
qn+1 = h.

Ìû ïåðåïèñàëè èíòåãðàë ýíåðãèè, ôàêòè÷åñêè ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ íà ïëîñêîñòè: (x, ẋ) 7→ (q, ẋ).
Ýòà çàìåíà ñìåùàåò âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè, ïðè÷åì âáëèçè íóëÿ îíà áëèçêà ê òîæäåñòâåííîé.
Ïîýòîìó îíà ïî÷òè íå ïîðòèò ôàçîâûå ïîðòðåòû. Ïðè n = 0, 1, 2 îíà ïðèâîäèò ïîðòðåò ê îäíîìó èõ
ñòàíäàðòíûõ îáðàçîâ, óæå ïîëó÷åííûõ â ïðèìåðàõ. Ïîýòîìó ýòè îáðàçû áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ïî÷òè âî âñåõ
ôàçîâûõ ïîðòðåòàõ, íî ñ íåáîëüøèì èñêàæåíèåì ôîðìû.

(30) Îáðàòèìîñòü êîíñåðâàòèâíûõ çàäà÷
Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ V îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé. Òî, ÷òî F = F (x) , èìååò òàêèå

ñëåäñòâèÿ: ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà äîïóñêàþò
À) ñäâèã ïî âðåìåíè: åñëè x(t) � äâèæåíèå, òî è x(t + τ) òîæå äâèæåíèå (ñâîéñòâî àâòîíîìíîñòè);
Á) ÈÍÂÅÐÑÈÞ ÂÐÅÌÅÍÈ: åñëè x(t) � äâèæåíèå, òî è x(−t) òîæå äâèæåíèå.

(31) Îáëàñòè âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ
Äëÿ êàæäîãî äâèæåíèÿ x(t) èìååì H(ẋ(t), x(t)) = h, ãäå êîíñòàíòà h îïðåäåëÿåòñÿ ïî íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì èëè çàäàåòñÿ èç êàêèõ-ëèáî äðóãèõ ñîîáðàæåíèé. Ïîñêîëüêó mẋ2/2 > 0, ïðè äâèæåíèè âñåãäà
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî V (x(t)) 6 h.
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Mh = {x : V (x) 6 h}
ñîñòîèò, âîîáùå ãîâîðÿ, èç íåñêîëüêèõ ñâÿçíûõ êóñêîâ (ðèñ. 42); â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç êóñêîâ åñòü
çàìêíóòûé îòðåçîê (ñïðàâà íà ðèñ. 42), ãîâîðÿò î äâèæåíèè â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
âíóòðè ýòîãî îòðåçêà V (x) < h .

Êàê èçâåñòíî, âàæíûì ìîìåíòîì ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà ôóíêöèè V (x) ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå ìíîæå-
ñòâà åå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê:

{x∗ : V ′(x∗) = 0}.
Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Íüþòîíà ó íàñ â ñèëó òåîðåìû èìååò âèä

mẍ = −V ′(x),

âèäèì, ÷òî êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èìåþò ïðîçðà÷íûé äèíàìè÷åñêèé ñìûñë � êàæ-
äàÿ èç íèõ åñòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ: äâèæåíèå x(t) ≡ x∗ âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
V ′(x∗) = 0 . Ýíåðãèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàâíà

(32) h∗ = V (x∗).

Ýòî � ñîîòâåòñòâóþùåå x∗ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ôóíêöèè. Ïðè èçìåíåíèè h îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâè-
æåíèÿ Mh òîæå ìåíÿåòñÿ, à êîãäà h ïðîõîäèò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå h∗ , òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿåòñÿ
÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ó Mh.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà xi = x(ti) åñòü òî÷êà îñòàíîâêè (òî÷êà ïîâîðîòà) äëÿ äâèæåíèÿ x(t) ,
åñëè ẋ(ti) = 0, è ïðè ýòîì

V ′(xi) 6= 0.

Çàìåòèì, ÷òî òîãäà V (xi) = h , ò. å. ìû âûõîäèì íà ãðàíèöó Mh. Ðàçëîæèì x(t) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñò-
íîñòè ti :

(33) x(t) = xi +
(

dx

dt

)

t=ti

(t− ti) +
(

d2x

dt2

)

t=ti

(t− ti)2

2
+ O((t− ti)3),

è âîñïîëüçóåìñÿ ?? ñ ó÷åòîì (4):

x(t) = xi − V ′(xi)
m

(t− ti)2

2
+ O((t− ti)3).

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t− ti èçìåíåíèå x(t) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âòîðûì ñëàãàåìûì. Òàêèì îáðàçîì,
äâèæåíèå äîõîäèò äî òî÷êè îñòàíîâêè (äî ãðàíèöû Mh) è ïîâîðà÷èâàåò íàçàä (ðèñ. 43).

Äâèæåíèå x(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 , ẋ0. Ñåé÷àñ ìû óæå çíàåì, ÷òî
åñëè ẋ0 = 0, òî äâèæåíèå ëèáî âå÷íî îñòàíåòñÿ â òî÷êå x0 (ïðè V ′(x0) = 0 ), ëèáî ïîêèíåò ýòó òî÷êó
(ïðè V ′(x0) 6= 0 ) ïðàêòè÷åñêè ðàâíîóñêîðåííî. Âïðåäü áóäåì ñ÷èòàòü ẋ0 6= 0 . Òîãäà dx/dt ñîõðàíÿåò
çíàê â òå÷åíèå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè, è èç èíòåãðàëà ýíåðãèè â îáëàñòè V < h (ñòðîãî ìåíüøå)
ïîëó÷èì

dx

dt
= ±

√
2
m

(h− V (x)),

òàê ÷òî x = x(t) � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ è èìååò îáðàòíóþ t = t(x) . Åå ìîæíî íàéòè:

(34) ± dx√
(2/m)(h− V (x))

= dt, t− t0 = ±
x∫

x0

dx√
2/m(h− V (x0))

.

×òîáû ïîëó÷èòü x(t) , íàì íàäî ïðîäåëàòü àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ, âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûé èíòå-
ãðàë è âçÿòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ. Ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ýòèõ îöåðàöèé ñîñòàâëÿåò ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ Â
ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÀÕ, êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, íåèñïîëíèìî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.
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Òåîðåìà. Ïóñòü äâèæåíèå x(t) ñ ýíåðãèåé h ïðîèñõîäèò â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå [x2(h), x1(h)]
, ïðè÷åì xi � òî÷êè îñòàíîâêè: V ′(xi) 6= 0 . Òîãäà x(t) åñòü
ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ, ò. å. x(t + τ) = x(t) , ãäå

(35) τ(h) = 2

x1(h)∫

x2(h)

dx√
2/m(h− V (x))

.

Ýòî äâèæåíèå ïîïåðåìåííî äîñòèãàåò x1 è x2 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü ẋ0 > 0. Òîãäà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè dx

dt > 0 , òàê ÷òî â (34)
áåðåì çíàê + . Íåïðèÿòíîñòü â òîì, ÷òî ïðè x → x1 ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ëåììà Àäàìàðà. Åñëè χ(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, χ(0) = 0 , òî χ(x) = xψ(x) , ïðè÷åì ψ(0) = χ′(0) .
Â ñàìîì äåëå,

ψ(x) =
1∫
0

χ′(x · t) dt ⇒ χ(x) = χ(x)− χ(0) =(36)

=
x∫
0

χ′(ξ) dξ =
1∫
0

χ′(xt) d(xt) = xψ(x),(37)

÷òî è òðåáîâàëîñü. Â ñèëó ëåììû

2
m

(h− V (x)) = (x− x1)ψ(x), ψ(x1) = − 2
m

V ′(x1) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

t− t0 =

x1∫

x0

dx√
|x− x1| |ψ(x)| ,

ïðè÷åì ψ � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, ò. å. t → t1 ïðè x → x1, è íàîáîðîò. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî x(t) ïðèäåò â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü x1 , â òî âðåìÿ êàê äâèæåíèå â íåêîòîðîé
êîíå÷íîé îêðåñòíîñòè íàìè óæå èçó÷åíî: òî÷êà äîéäåò äî x1 è ïîâåðíåò íàçàä (ðèñ. 43). Ïîòîì îíà äîéäåò
äî x2 è ñíîâà ïîâåðíåò íàçàä. ×åðåç âðåìÿ

τ =
x1∫
x0

−
x2∫
x1

+
x0∫
x2

= 2
x1∫
x2

òî÷êà ñíîâà áóäåò â x0 ñî ñêîðîñòüþ ẋ(τ) > 0. Èç èíòåãðàëà ýíåðãèè ẋ(τ) = ṡ(0). Â èòîãå ó äâèæåíèé
x(t− τ) , x(t) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîâïàäàþò, ò. å. è ñàìè îíè ñîâïàäàþò ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî÷êó ìèíèìóìà x̄, çàâåäîìî èìåþùóþñÿ âíóòðè ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Ïðè h →
V (x̄) ãðàíèöû xi(h) ñòÿãèâàþòñÿ, è ôîðìóëà äëÿ τ(h) íå ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ïîâåäåíèå τ .

Ïîýòîìó âçàìåí (35) áóäåò âûâåäåíà

(38) Ôîðìóëà Ëèíäøòåäòà
Äîïóñòèì, ÷òî x̄ = 0 � òî÷êà íåâûðîæäåííîãî ìèíèìóìà:

V (0) = 0, V ′(0) = 0, V ′′(0) = k > 0.

Ïóñòü l � êàêîé-ëèáî ïàðàìåòð ðàçìåðíîñòè äëèíû. Ïîëîæèì

V ′′′(0) =
k

l
γ, V ′′′′(0) =

k

l2
δ,

17
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ãäå γ , δ � áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h ïåðèîä êîëåáàíèé

τ(h) = 2π

√
m

k

(
1 +

5γ2 − 3δ

24
h

kl2
+ O

((
h

kl2

)2
))

(âåëè÷èíà η = h/kl2 íàçûâàåòñÿ áåçðàçìåðíîé ýíåðãèåé; ìû ïðèäàëè ôîðìóëå èìåííî òàêîé âèä, èáî íà
ïðàêòèêå ãîâîðèòü î ¾ìàëîñòè¿ èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí; ê ýòîìó ìû åùå âåðíåìñÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíû m , l , k ðàçìåðíî íåçàâèñèìû, òàê ÷òî èõ ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûìè
åäèíèöå.

Ëåììà Ìîðñà. Ñóùåñòâóåò çàìåíà ïåðåìåííîé x = f(q) òàêàÿ, ÷òî V (f(q)) = q2/2 .
Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèì äâàæäû ëåììó Àäàìàðà:

V (x) = xψ(x), ψ(0) = V ′(0) = 0 ⇒ ψ(x) =
x

2
ϕ(x) ⇒(39)

⇒ V (x) =
x2

2
ϕ(x), ϕ′(0) = V ′′(0) = 1.(40)

Îñòàëîñü ïîëîæèòü q(x) = x
√

ϕ(x).
Íåðàâåíñòâî V (x) 6 h ïðèîáðåòàåò âèä |q| 6

√
2h = a. Ïåðèîä

τ(h) = 2

x1(h)∫

x2(h)

dx√
2(h− V (x))

= 2

a∫

−a

f ′(q) dq√
2h− q2

.

Ïîëîæèì q =
√

2h sin ξ . Òîãäà

τ(h) = 2
+

π
2∫

−π
2

f ′(
√

2h sin ξ) dξ.

Ðàçëîæèì f â ðÿä Òåéëîðà:

f = q +
B

2
q2 +

C

6
q3 +

D

24
q4 + O(q5),(41)

f ′ = 1 + Bq +
C

2
q2 +

D

6
q3 + O(q4).(42)

Ïîýòîìó

τ(h) = 2
+

π
2∫

−π
2

(1 + B
√

2h sin ξ + Ch sin2 ξ +
D

6

√
2h3 sin3 ξ+(43)

+O(h2 sin2 ξ)) dξ.(44)

Èíòåãðàëû îò íå÷åòíûõ ôóíêöèé sin ξ è sin3 ξ ðàâíû íóëþ, è

τ(h) = 2
+

π
2∫

−π
2

(1 + Ch sin2 ξ) dξ + O(h2) =(45)

= 2π

(
1 +

1
2

Ch + O(h2)
)

.(46)

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü C . Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå äëÿ s = f(q) â ðàçëîæåíèå

V (x) =
x2

2
+

γx3

6
+

δx4

24
+ O(x5).
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Ïîëó÷èì
q2

2
=

q2

2
+

[
B

2
+

γ

6

]
q3 +

[
δ

24
+

B2

8
+

2C

2 · 6 +
3γB

2 · 6
]

q4 + O(q5),(47)

B = −γ

3
, C =

5γ2 − 3δ

12
.(48)

Äîêàçàòåëüñòâî íà ýòîì çàêîí÷åíî.
Èç ðàçëîæåíèÿ f(q) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû q è x ìàëû îäíîâðåìåííî. Åñëè ìàëà áåçðàçìåðíàÿ àìïëè-

òóäà êîëåáàíèé
q/l =

√
2h/kl2,

òî áåçðàçìåðíîé ýíåðãèåé η óæå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ïåðèîä ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

τ = 2π

√
m

k
,

åñëè æå ìàëà ýíåðãèÿ êîëåáàíèé, òî

τ = 2π

√
m

k

(
1 +

5γ2 − 3δ

24
h

kl2

)
.

Íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü

(49) Àñèìïòîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ
êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ãðàíèö íåòðèâèàëüíîé (x1 6= x2 ) ïîòåíöèàëüíîé ÿìû

ÿâëÿåòñÿ íå òî÷êîé îñòàíîâêè, à ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ:

V ′(x1) = 0

Ïóñòü ẋ0 > 0. Ïî ëåììå Àäàìàðà, ïðèìåíåííîé äâàæäû, èìååì
2
m

(h− V (x)) = (x− x1)2ϕ(x),

ïðè÷åì ϕ(x1) 6= 0 , åñëè êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà íåâûðîæäåíà, ò. å. V ′′(x1) 6= 0 . Âïðî÷åì, ýòî íå îáÿçàòåëüíî.
Âèäèì, ÷òî

t− t0 =

x∫

x0

dx

|x− x1|
√
|ϕ(x)| ,

ò. å. èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

t →∞ ⇒ x(t) → x1.

Ïîñêîëüêó âðåìÿ äîïóñêàåò èíâåðñèþ, ñóùåñòâóåò äâèæåíèå x−(t) = x(−t) òàêîå, ÷òî

t → −∞ ⇒ x−(t) → x1.

Òàêîå äâèæåíèå âûõîäèò èç ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 , ÷òî óêàçûâàåò íà íåóñòîé÷è-
âîñòü èìåþùåãîñÿ ðàâíîâåñèÿ. Íàïðîòèâ, â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìèíèìóìà äâèæåíèå íîñèò êîëåáàòåëüíûé
õàðàêòåð, ò. å. óñòîé÷èâî. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ëåãêî äîâåñòè äî ñòðîãèõ äîêàçàòåëüñòâ.

Äâèæåíèÿ â Mh òèïà (−∞, x3] ïðîñòî óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü.

(50) Ïðîñòîé ðåçîíàíñ
Ðå÷ü èäåò îá óðàâíåíèè

mẍ + cẋ + kx = Φ(t),Φ(t + τ) = Φ(t)

(êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì, ÷òî m, c, k > 0 ).
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ÎÑÖÈËËßÒÎÐ Ñ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÅÌ:

mẍ = −kx + Φcos νt.

Äëÿ âûêëàäîê (èõ ìû îïóñòèì) óäîáíî ïîëîæèòü ðàâíûìè åäèíèöå íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû m , k ,
Φ . Ðåçóëüòàò: ê ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì A cos(ωt + ϕ) ïðèáàâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

Φ
k = mν2

cos νt (ν 6= ω),(51)
Φωt

2k
sinωt (ν = ω),(52)

òàê ÷òî
À) ïðè ν ≈ ω âîçíèêàþò áèåíèÿ � êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé (ω + ν)/2 è àìïëèòóäîé, ìåíÿþùåéñÿ (ðèñ.

69, à) ñ ïåðèîäîì
τ =

4π

|ω − ν| ,

ìàêñèìóì êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ν → ω;
Á) åñëè ν = ω , òî ïîëó÷àåòñÿ ðàñêà÷èâàíèå � êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé, ðàñòóùåé ïðèìåðíî ëèíåéíî

(ðèñ. 69, á ). Îáà ýòèõ ÿâëåíèÿ ñîâîêóïíî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàê íàçûâàåìûé
ðåçîíàíñ

(ïåðâàÿ ïîëîâèíà áèåíèÿ ïîíà÷àëó íåîòëè÷èìà îò ðàñêà÷èâàíèÿ).
ÍÀÏÎÌÈÍÀÍÈÅ: ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå mẍ + cẋ + kx = 0 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì.

Åñëè x(1)(t) è x(2)(t) � äâà åãî ðåøåíèÿ, òî äëÿ ëþáûõ ñ1 è c2 c1x
(1)(t) + c2x

(2)(t) � òîæå ðåøåíèå.
Ýòà ôîðìóëà äàåò îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ðåøåíèÿ x(1)(t) è x(2)(t)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò èõ íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé
íóëþ.

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü xîá.îä.(t) .
Âåðíåìñÿ ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ. Ïóñòü xA(t) � êàêîå-òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

ϕA(t) , à xB(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ϕB(t) . Òîãäà èõ ñóììà � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ϕA(t) + ϕB(t) .

×ÀÑÒÍÎÅ ÑËÅÄÑÒÂÈÅ: Âçÿâ ϕA = ϕ , ϕB = 0 , ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ è ëþáîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Íàêîíåö,
xîá.íåîä.(t) = x÷àñò.íåîä.(t) + xîá.îä.(t).

Ïóñòü Φ(t) = Φ cos(νt) ( τ = 2π
ν ). Ïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû m = k = Φ = 1 . Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ẍ + x = cos νt.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå a cos νt + b sin νt.

x÷(t) = a cos νt + b sin νt.

ẍ÷ = −ν2(a cos νt + b sin νt).

(ν2 + 1)(a cos νt + b sin νt) = cos νt.

Îòñþäà b = 0, a = 1
1−ν2 . Òîãäà

x÷(t) =
1

1− ν2
cos νt.
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Â îáùåì ñëó÷àå

x÷(t) =
Φ/m

ω2 − ν2
cos νt, ãäå ω =

√
k

m
.

Îáùåå ðåøåíèå (â ñëó÷àå m = k = Φ = 1 ):

1
1− ν2

cos νt + c1 cos t + c2 sin t.

Íàéäåì ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Îíî èìååò âèä

x(t) =
1

1− ν2
(cos νt− cos t).

Ïîèñê òàêîãî ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå îñòàâèì ÷èòàòåëþ.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íå ïîäõîäèò, åñëè ν = ω . Ñîâïàäåíèå ÷àñòîò è íàçû-

âàåòñÿ ðåçîíàíñîì.
Âíîâü ïîëàãàåì k = m = Φ = 1, êðîìå òîãî, ν = 1 + ε, ε ¿ 1, ε 6= 0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè çàéìåìñÿ

äâèæåíèåì èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ (x(0) = 0 , ẋ(0) = 0).

x(t) =
1

1− ν2
(cos νt− cos t) = − 1

1− ν2
2 sin

1 + ν

2
t sin

ν − 1
2

t.

xε(t) =
−2

1− (1 + ε)2
sin(1 +

ε

2
)t sin

ε

2
t =

1
ε + ε2

2

sin(1 +
ε

2
)t sin

ε

2
t.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t è óñòðåìèì ε ê íóëþ.

x0(t) =
t

2
sin t.

Îòñþäà ïðè ν = 1 ( ε = 0 ) ÷àñòíîå ðåøåíèå x÷(t) = t
2 sin t.

Ïîëåçíî íàðèñîâàòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñè-
ëû (àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà). Ïðè ν, áëèçêîì ê ω, àìïëèòóäà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

(53) Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò òðåíèå. Êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì m, c, k > 0 .

ÎÑÖÈËËßÒÎÐ Ñ ÂßÇÊÈÌ ÒÐÅÍÈÅÌ È ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÅÌ:

mẍ = −kx− cẋ + Φ cos νt.

Ýòîé âàæíîé çàäà÷å óäåëÿåòñÿ ìíîãî âíèìàíèÿ â êóðñàõ òåîðèè êîëåáàíèé (ïðè÷åì â êà÷åñòâå ïå-
ðèîäè÷åñêîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ, êîíå÷íî, íå òîëüêî ïðîñòåéøèé êîñèíóñ). Ìû ñðàçó
ïðåäóïðåäèì, óêàçàíèåì íà òî, ÷òî âñå äâèæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê âûíóæäåííîìó êîëåáàíèþ

x =
Φ

m
√

(ω2 − ν2)2 + 4χ2ν2
cos

(
νt + arctg

2χν

(ω2 − ν2)

)
.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Âñå åãî ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ýòî ñðàçó æå âûòåêàåò èç
òî÷íîãî âèäà ðåøåíèÿ. Ïîëîæèì λ = c

2m . Åñëè
λ < ω, òî xîá.îä. = e−λt(c1 cos

√
ω2 − k2t + c2 sin

√
ω2 − k2t;

λ = ω, òî xîá.îä. = (c1 + c2t)e−λt;
λ > ω, òî xîá.îä. = c1e

(−λ−√ω2−k2)t + c1e
(−λ+

√
ω2−k2)t.
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Âåðíåìñÿ ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ mẍ+cẋ+kx = Φ cos νt. Åñëè ó íåãî åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ÷àñòíîå
ðåøåíèå x÷.ï.(t) , òî

xîá.íåîä(t) = x÷.ï.(t) + xîá.îä(t) → x÷.ï.(t).

Áóäåì èñêàòü x÷.ï.(t) â âèäå x÷.ï.(t) = a cos(νt + ϕ). (Âíîâü m = k = Φ = 1 , òîãäà c = 2λ .)

ẋ÷.ï. = −aν sin(νt + ϕ).

ẍ÷.ï. = −aν2 cos(νt + ϕ).

Ïîäñòàâèì ýòî â ẍ + 2λẋ + x = cos νt.

a(1− ν2) cos(νt + ϕ)− 2aνλ sin(νt + ϕ) = cos(νt + ϕ− ϕ) =

= cos(νt + ϕ) cos ϕ + sin(νt + ϕ) cos ϕ.

Îòñþäà
a(1− ν2) = cos ϕ, −2aνλ = sin ϕ.

tgϕ = − 2νλ

1− ν2
.

a =
1√

(1− ν2)2 + 4ν2λ2

.

Çäåñü îïÿòü ïîëåçíî íàðèñîâàòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû âûíóæäåííîãî îò ÷àñòîòû âûíóæäàþ-
ùåé ñèëû (àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà). Íàñ æäåò íåîæèäàííîñòü: Ïðè ν, ðàâíîì

√
ω2 − 2χ2,

à íå ñàìîìó ω, àìïëèòóäà èìååò ìàêñèìóì. À âîò ÝÍÅÐÃÈß âûíóæäåííîãî êîëåáàíèÿ ìàêñèìàëüíà êàê
ðàç ïðè ν = ω. Ïðîâåðüòå.

ÂÎÏÐÎÑ: ×òî, åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Φ(t) � íå ïðîñòî êîñèíóñ? Íàïðèìåð,

Φ(t) =
∑

Φp cos(pνt + αp)

(p ∈ I, ãäå I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî).
×òîáû íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå, äîñòàòî÷íî íàéòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â îòäåëüíîñòè äëÿ êàæäîãî ñëàãà-

åìîãî:
x÷(p) =

Φ/m

ω2 − p2ν2
cos(pνt + αp).

Ó íàñ ν = 2π
p τ � åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð, íà êîòîðûé íàêëàäûâàåòñÿ íåñêîëüêî îãðàíè÷åíèé (íåïðè-

ÿòíîñòè áóäóò, åñëè ν = ω
p ).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ ïðåäåëüíûå äâèæåíèÿ òàêæå ñêëàäûâàþòñÿ.

(54) Ïåðâûå øàãè òåîðèè âîçìóùåíèé
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(x), ïðè÷åì x âçÿò â âèäå x = a0 + εa1 + ε2a2 + . . . , ãäå ε � ìàëàÿ âåëè÷èíà

(ε ¿ 1). Ðàçëîæåíèå ϕ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, ïîëó÷èì

ϕ(x) = ϕ(a0) + εϕ′(a0)a1 + o(ε2),
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÷òî ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé (ε ¿ 1 îçíà÷àåò, ÷òî ε2 ≈ 0) äàåò

(55) ϕ(x) = ϕ(a0) + εϕ′(a0)a1.

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå Íüþòîíà:

mẍ = Fε(x) = F0(x) + εF1(x) + o(ε2) (îïÿòü ε ¿ 1).

Âñå ýòî íóæíî, åñëè íà òåëî äåéñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî ñèë. Íàïðèìåð, äëÿ ïðóæèíû èìååì F = −kx,

íî ýòî â ðåàëüíîñòè íå ñîâñåì âåðíî. Ïðîñòî ìîæåì ê ñèëå äîáàâèòü ìàëóþ âåëè÷èíó: F = −kx + εx2 .
Ïóñòü x̂ � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ â íåâîçìóùåííîì ñëó÷àå ( ε = 0). Íàñêîëüêî îíî ñìåñòèòñÿ ïðè ε 6= 0?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íóæíî ðåøàòü óðàâíåíèå Fε(x) = 0, íî ÷àñòî îíî íå ðåøàåòñÿ â ÿâíîì
âèäå. Ïîýòîìó ìû áóäåì èñêàòü ðàâíîâåñèå â âèäå x̂ε = x̂ + εx̂1 + . . . . Òàê êàê ïîëàãàåì ε2 = 0, òî íóæíî
íàéòè ëèøü x̂1. Ïîäñòàâëÿÿ x̂ε â óðàâíåíèå F0(x) + εF1(x) + · · · = 0 è ó÷èòûâàÿ (55), ïîëó÷èì

F0(x̂ + εx̂1) + εF1(x̂ + εx̂1) = 0

è, ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ε, ïîëó÷èì

(56) F0(x̂) + ε[F ′0(x̂)x̂1 + F1(x̂)] + o(ε2) = 0.

Íî F0(x̂) = 0, òàê êàê x̂ � ðàâíîâåñèå ïðè ε = 0. Òîãäà ÷òîáû (56) âûïîëíÿëîñü ïðè âñåõ ε , íàäî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû áûëî

(57) x̂1 = −F1(x̂)
F ′0(x̂)

(êàê âèäèì, ïðè F ′0(x̂) = 0 íàøà òåîðèÿ íå ðàáîòàåò).
ÏÐÈÌÅÐ. Ïðîèëëþñòðèðóåì, ÷òî ïðîèñõîäèò:

Åñëè èìååì ñèòóàöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 14.1, òî ïðè ìàëîì èçìåíåíèè Fε(x) âñå ðàâíî áóäåò ïåðå-
ñåêàòüñÿ ñ Ox. Åñëè èìååì ñèòóàöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 14.2, òî ïðè ìàëåéøåì èçìåíåíèè ìîæåì
ïîëó÷èòü, ÷òî Fε(x) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñüþ Ox.

Ìû èìååì, ÷òî
F (x) = −dV

dx
⇒ Fε(x) = − d

dx
Vε(x).

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ � ýòî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà Vε(x) . Ïðåäñòàâëÿåì Vε(x) â âèäå
Vε(x) = V0(x) + εV1(x) + . . . . Òîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ mẍ = −V ′

ε (x) ðåçóëüòàò (57) ïðèíèìàåò âèä

x̂1 = − V ′
1(x̂)

V ′′
0 (x̂)

(èëëþñòðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ðèñ 14.3).
Íàñêîëüêî èçìåíèòñÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå V ïðè ìàëûõ ε? Ïðè ε = 0 áûëî h0 = V0(x̂), à ïðè ìàëûõ

ε èìååì hε = h0 + εh1 + · · · = Vε(x̂ε). Èñïîëüçóÿ (55) è òîò ôàêò, ÷òî V ′
0(x̂) = 0 ( x̂ � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà

V0), ïîëó÷èì
Vε(x̂ε) = V0(x̂ + εx̂1) + εV1(x̂ + εx̂1) =

= V0(x̂) + V ′
0(x̂)εx̂1 + εV1(x̂) ⇒ h1 = V1(x̂).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

(58) mẍ = F0(x) + εF1(t, x, ẋ, ε).

Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè ε = 0 ìû óìååì ðåøàòü ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Çäåñü εF1 � äîáàâî÷íàÿ
ñèëà (íàïðèìåð, òðåíèå è ò.ä.) Ðåøåíèå çàâèñèò îò ε, ò.å. ïîëó÷èì ðåøåíèå xε(t). Èùåì ðåøåíèå xε(t)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: ïðè t = tI äîëæíî áûòü xε = xI + εξI è ẋε = ẋI + εηI . Ðåøåíèå èùåì â âèäå
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xε = x(t) + εξ(t), ïðè÷åì ξ(tI) = ξI è ξ̇(tI) = ηI , à òàêæå x(tI) = xI è ẋ(tI) = vI . Ïîäñòàâèì xε(t) â
(58) è ðàçëîæèì ïî ε. Ïîëó÷àåì ñëàãàåìîå áåç ε : mẍ(t) = F0(x(t)) � ýòî çíà÷èò, ÷òî x(t) � ðåøåíèå ïðè
ε = 0, òàê ÷òî çäåñü íè÷åãî èíòåðåñíîãî. Ïîñìîòðèì íà ÷ëåíû ñ ε :

mεξ̈ = ε(F ′0(x(t))ξ(t) + F1(t, x(t), ẋ(t), 0)),

íî F ′0(x(t)) è F1(t, x(t), ẋ(t), 0) âû÷èñëÿþòñÿ, òî åñòü ξ(t) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

mξ̈ = Λ(t)ξ + Ψ(t),

ãäå Λ(t) = F ′0(x(t)) è Ψ(t) = F1(t, x(t), ẋ(t), 0).

H =
mẋ2

2
+ V0(x), F0(x) = −V ′

0(x).

H(t)−H(t0) =
∫ t

t0

dH

dt
dt =

∫ t

t0

Φ dx =

= ε

∫ t

t0

F1(t, x + εξ, ẋ + εξ̇, ε)(ẋ + εξ̇) dt.

Òîãäà ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé

H(t)−H(t0) = ε

∫ t

t0

F1(t, x, ẋ, 0)ẋ dt,

òî åñòü ïðèáëèæåííîå èçìåíåíèå ýíåðãèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî íåâîçìóùåííîìó äâèæåíèþ. Êîðî÷å, ýòî çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå

H(t)−H(t0) = ε

∫ t

t0

F1 dx,

ãäå âûðàæåíèå F1 dx íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòîé ñèëû, à âåñü èíòåãðàë � ðàáîòîé ñèëû F1 âäîëü
íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Ýòîé ôîðìóëîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè
(òî åñòü íåçàâèñÿùèõ îò ε ).

ÂÀÆÍÎÅ ÄÎÁÀÂËÅÍÈÅ. Ìàëîå (íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà Ge) èçìåíåíèå ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ íå
èçìåíèò îòâåòà, äàâàåìîãî ïîñëåäíåé ôîðìóëîé!

(59) Ðàáîòà ñèëû è èçìåíåíèå ýíåðãèè
Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå Íüþòîíà

mẋ = F (ẋ, x, t).

Ðàññìîòðèì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ T = m
2 ẋ2 � ýòî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè âäîëü ðåøåíèé. Èìååì

T (t1)− T (t0) =
∫ t1

t0

dT

dt
dt =

∫ t1

t0

d

dt

mẋ2

2
dt =

=
∫ t1

t0

mẍ · ẋ dt =
∫ t1

t0

F (ẋ(t), x(t), t)
dx(t)

dt
dt =

∫ t1

t0

F dx(t).

Âûðàæåíèå F dx íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòîé, à âåñü ðåçóëüòàò ãëàñèò: èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ðàâíî ðàáîòå ñèëû âäîëü ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè. Ïóñòü ñèëà èìååò âèä:

F (x) + Φ(ẋ, x, t).
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Ïðè Φ ≡ 0 ñîõðàíÿåòñÿ H = mẋ2

2 + V (x). Ïðè Φ 6= 0 H(ẋ(t), x(t)) íå ïîñòîÿííà. Èçìåíåíèå ýíåðãèè
êàê ñëîæíîé ôóíêöèè âðåìåíè òàêîâî:

H(t1)−H(t0) =
∫ t1

t0

Φ dx.

Ýòî � ðàáîòà äîïîëíèòåëüíîé ñèëû.

(60) Äèññèïàöèÿ ýíåðãèè ïî ïðè÷èíå âÿçêîãî òðåíèÿ
Ðàññìîòðèì ðàáîòó òèïà âÿçêîãî òðåíèÿ:

Φ = −ẋc(ẋ, x), c > 0.

∆H = −
∫ t1

t0

ẋ2c(ẋ, x) dt < 0.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ óáûâàåò, ò.å. ðàññåèâàåòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ðàâíîâåñèé.
Íàíåñåì íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü êàðòèíó óðîâíåé ïîëíîé ýíåðãèè. Òåïåðü ôàçîâûå êðèâûå íå èäóò

ïî íèì, à ïåðåñåêàþò �ñâåðõó âíèç", òî åñòü îò áîëüøåãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ê ìåíüøåé. Åñëè ñ÷èòàòü
ñèëó âÿçêîãî òðåíèÿ íå ñëèøêîì çíà÷èòåëüíîé, òî âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ áóäåò
íàïîìèíàòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñïèðàëü. Êñòàòè, ìû çíàåì, ÷òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå âèäà mẍ = −kx− cẋ

ïðè íåáîëüøèõ ñ èìååò îáùåå ðåøåíèå âèäà x(t) = Ae−χt cos(Ωt + ϕ), ãäå χ, Ω âûðàæàþòñÿ ÷åðåç m, k, c,

à A,ϕ � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Ñ òî÷íîñòüþ äî ðàñòÿæåíèÿ âäîëü îñè ẋ ýòî äàåò ñàìóþ íàñòîÿùóþ
ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñïèðàëü íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Âëèÿíèå äèññèïàöèè âáëèçè ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðîÿâëÿåòñÿ ñîâñåì èíà÷å. ×òîáû ïî-
íÿòü, êàê èìåííî, ðàññìîòðèì îïÿòü ëèíåéíîå óðàâíåíèå âèäà mẍ = +kx− cẋ (ò.å. âíîâü èñïîëüçóåì
ëèíåàðèçàöèþ). Ðåçóëüòàò èçîáðàæåí íà 12.1.

Èíòåðåñíî èçîáðàçèòü, êàê èçìåíèòñÿ ôàçîâûé ïîðòðåò ñ ìàêñèìóìîì è äâóìÿ ìèíèìóìàìè ïðè äî-
áàâëåíèè íåáîëüøîé äèññèïàöèè. Íà ðèñ. 12.2 èçîáðàæåíû ñåïàðàòðèñû; âñå îñòàëüíûå ôàçîâûå êðèâûå
ëåæàò ìåæäó ñåïàðàòðèñàìè è âñåãäà âåäóò â îäíó èç ïîòåíöèàëüíûõ ÿì.

(61) Ýâîëþöèÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå
Ðàññìîòðèì ìàëóþ äèññèïàöèþ:

Φ = −εẋc(ẋ, x).

Ñ÷èòàåì ε ¿ 1, òî åñòü ε2 = 0 ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé. Ïî òåîðåìå î ãëàäêîé çàâèñèìîñòè îò
ïðàâûõ ÷àñòåé ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà mẍ = F + ε(. . . ) ïðåäñòàâèìî â âèäå

xε(t) = x0(t) + εξ(t, ε),

ïîýòîìó ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè

(62) ∆H = −ε

∫ t1

t0

ẋε
2c(ẋε, ε) dt = −ε

∫ t1

t0

ẋ0
2c(ẋ0, x0) dt,

ãäå x0(t) � ðåøåíèå êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû, êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü íåâîçìóùåííûì. Îíî ïîä÷è-
íÿåòñÿ èíòåãðàëó ýíåðãèè (29). Ïðèìåì, ÷òî ôóíêöèÿ c(ẋ, x) ÷åòíàÿ ïî ẋ, òàê ÷òî c(ẋ, x) = σ(ẋ2, x).
Îòñþäà

(63) dH

dt
= −εΣ(h, x0(t)),
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ãäå Σ(h, x) = 2h− V (x)
m σ

(
2h− V (x)

m ,x

)
. Ôóíêöèÿ x0(t) èìååò ïåðèîä τ(h), âû÷èñëÿòü êîòîðûé ìû óæå

óìååì. Êàê âèäèì, â ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå (62) ïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè,
êîòîðîå çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî îáùåãî âçãëÿäà. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè λ(t) ñ ïåðèîäîì τ ââåäåì
åå ñðåäíåå çíà÷åíèå íà ïåðèîäå:

(64) < λ >=
1
τ

∫ τ

0

λ(t) dt.

Òîãäà ∫ t

0

λ(t) dt =< λ > t + µ(t),

ãäå µ(t) � òîæå ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ òåì æå ïåðèîäîì.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Î ïîëíîé ýíåðãèè ìû ìîæåì ñäåëàòü (ïðèáëèæåííûé!) âûâîä, ÷òî

∆H = −const(h)∆t + ïåðèîä.ôyíê.(∆t); ∆t = t1 − t0.

Ôîðìóëà âåðíà äëÿ íå ñëèøêîì áîëüøèõ çíà÷åíèé t, òàê êàê ñ ðîñòîì âðåìåíè îòêëîíåíèå εξ(t, ε) áóäåò
íåóêëîííî âîçðàñòàòü è íàêîíåö äîñòèãíåò çíà÷åíèé, êîãäà îòáðàñûâàòü åãî ñòàíåò ïðîñòî ãëóïî. Íî ìû
çàôèêñèðóåì èíòåðâàë âðåìåíè ∆t, âçÿâ ïðîñòî ïåðèîä ∆t = τ(h). Òîãäà

∆H

∆t
= − ε

τ(h)

∫ τ(h)

0

Σ(h, x0(t)) dt = −εΣ̃(h).

Çäåñü Σ̃(h) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Σ(h, x0(t)), âû÷èñëåííîå âäîëü ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (ñ
ýíåðãèåé h) êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (ε = 0) çà åãî, ðåøåíèÿ, ïåðèîä τ(h).

Íàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(65) dH

dt
= −εΣ̃(H).

Åñòü òåîðåìà (òðóäíàÿ), ÷òî ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå îñðåäíåíèåì óðàâíåíèÿ (63), õîðîøî îïèñûâàåò
èçìåíåíèå H íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà τ

ε .

Íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü ñðåäíåå çíà÷åíèå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g(x) âäîëü êîëåáàíèÿ x0(t) ñ ýíåðãèåé h.

Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî
dt = dx/

√
2(h− V (x))

è ïðèìåíèòü çàìåíû ïåðåìåííîé èç (??):

< g >=
1

τ(h)

∫ τ(h)

0

g(x0(t)) dt =
2

τ(h)

∫ x2(h)

x1(h)

g(x) dx√
2h− 2V (x)

=

=
1

τ(h)

∫ 2π

0

g(f(
√

2h sin ξ))f ′(
√

2h sin ξ) dξ.

Ýòî çíàíèå ìû ïðèìåíèì âìåñòå ñ ðàçëîæåíèÿìè (??) è èì ïîäîáíûìè:

Σ = ñ + c10x + c20x
2 + c02ẋ

2 + . . . ; V = kx2 + . . . .

ßñíî, ÷òî Σ̃(H) = cH + o(H2). Ïîýòîìó âáëèçè ðàâíîâåñèÿ

dH

dt
= −εcH + o(H) ⇒ H = H0e

−εct,

òàê ÷òî ýíåðãèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò.
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(66) Îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ñå÷åíèåì ôàçîâîé ïëîñêîñòè
Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè è íàðèñóåì íà íåì äóãó êðèâîé òàê, ÷òîáû ðåøåíèÿ ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáÿçàòåëüíî åå ïåðåñåêàëè. Òàêàÿ äóãà íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå ðåøåíèå ïîêèäàåò íàøó äóãó è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âîçâðàùàåòñÿ íà íåå.

Òåì ñàìûì íåêîòîðîé òî÷êå íà êðèâîé ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ íîâàÿ.
Áëèçêèå ðåøåíèå áóäåò îáëàäàòü òåì æå ñâîéñòâîì. Òåì ñàìûì âîçíèêàåò îòîáðàæåíèå èç ÷àñòè íà-

ðèñîâàííîé âíà÷àëå äóãè íà íåå æå.
Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå èëè îòîáðàæåíèåì ïîñëåäîâàíèÿ (êàê íàçâàë

åãî ñàì àâòîð èäåè).
Ïðîñòåéøèé èíòåðåñíûé ñëó÷àé - êîãäà îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Òîãäà íà

ôàçîâîé ïëîñêîñòè ìû èìååì ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
Ìîæåò ñòàòüñÿ, ÷òî òî÷êè, áëèçêèå ê íåïîäâèæíîé, ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ îòîáðàæåíèÿ

Ïóàíêàðå ñòðåìÿòñÿ ê íåïîäâèæíîé. Òîãäà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè èìååì óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð - ðåäêèé, êîãäà îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå âû÷èñëÿåòñÿ äî ÿâíûõ ôîðìóë.
Ýòî ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ íåáîëüøèì âÿçêèì òðåíèåì:

ẍ + 2χẋ + x = 0 ,

Íà÷àëüíîå óñëîâèå âîçüìåì â âèäå x(0) = a, ẋ(0) = 0. Òîãäà ðåøåíèå èìååò âèä

(67) x = ae−χt
[
cosΩt +

χ

Ω
sinΩt

]
.

Âû÷èñëèâ ñêîðîñòü è ïðèðàâíÿâ åå ê íóëþ, âèäèì, ÷òî

(68) − a
Ω2 + χ2

Ω
sinΩt = 0

Â êà÷åñòâå ñå÷åíèÿ âîçüìåì ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü îñè x. Òîãäà äîëæíî áûòü Ωt = 2π è ïîòîìó íà-
÷àëüíàÿ òî÷êà a îòîáðàæàåòñÿ â

(69) a′ = e−
χ
Ω 2πa

Âåëè÷èíà

(70) δ =
2χ

Ω
π

ëîãàðèôìè÷åñêèì äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé. ×èñëî eδ ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ àì-
ïëèòóäà çà êà÷àíèå òóäà è îáðàòíî.

(71) Àâòîêîëåáàíèÿ - ïðåäåëüíûå öèêëû ïî Ïóàíêàðå
Àâòîêîëåáàíèÿ ïî Àíäðîíîâó - ýòî ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ

Íüþòîíà; ìûñëü çäåñü â òîì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íàçâàííîãî ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ òàêèì ïðèòîêîì
ýíåðãèè, êîòîðûé ¾ñèäèò¿ âíóòðè ñèñòåìû, à íå ïîñòóïàåò èçâíå. Ðàçóìååòñÿ, ýòî óñëîâíàÿ òðàêòîâêà �
îò íàñ çàâèñèò, êàêèå îáúåêòû âêëþ÷àòü â ñèñòåìó, à êàêèå íåò. Òåì íå ìåíåå ìíîãèå óñëîâíîñòè óæå
óñòîÿëèñü è âîñïðèíèìàþòñÿ êàê äîëæíîå.

Ñòàíäàðòíûì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Âàí-äåð-Ïîëÿ

(72) ẍ + 2ε(1− 4x2)ẋ + x = 0 ,
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Çàìåíèì ýòî óðàâíåíèå äðóãèì, íî òàêèì, ÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðè ẋ çà ïåðèîä
íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ áûëà òàêèì æå, äà åùå òàê, ÷òîáû ïðîùå áûëî íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå. Âîò
ýòî óðàâíåíèå:

(73) ẍ + 2ε(1− 2x2 − 2ẋ2)ẋ + x = 0 ,

Çäåñü ëåãêî óãàäàòü ðåøåíèå âèäà x = a cos t, íàéòè ïîäõîäÿùåå a, à â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ íî ïëîñ-
êîñòè óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷èëñÿ ïðåäåëüíûé öèêë.

Ýòî íå äîêàçûâàåò, íî óáåæäàåò, ÷òî ó óðàâíåíèÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ ïðîèñõîäèò íå÷òî ïîäîáíîå.

(74) Ïðîñòåéøåå äâóìåðíîå îòîáðàæåíèå � ñäâèã ïî âðåìåíè
Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ Íüþòîíà

(75) mẍ = F (t, x, ẋ).

Çàäàâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

ïðè t = tI ñïðàâåäëèâî x|tI
= xI ,

dx

dt

∣∣∣∣
tI

= ẋI ,

ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå â âèäå x(t, tI , xI , ẋI) è ìîæåì âû÷èñëèòü ẋ(t, tI , xI , ẋI).
Âìåñòî t íàïèøåì t + T, îáîçíà÷èì y = ẋ, îïóñòèì èíäåêñ I è ïîñìîòðèì íà ôîðìóëû

(76) x′ = x(t + T, t, x, y), y′ = v(t + T, t, x, y).

Îíè çàäàþò îòîáðàæåíèå Π ôàçîâîé ïëîñêîñòè çà âðåìÿ T , íà÷èíàÿ ñ t.
Ïîñëåäíåå óòî÷íåíèå íå íóæíî, åñëè ñèñòåìà àâòîíîìíà èëè åñëè ïðàâûå ÷àñòè ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì

êàê ðàç T.

Íàïðèìåð, äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ìàòðèöåé A òàêîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé eAt.

Îïóñòèì íåêîòîðûå äåòàëè:

(77) x′ = f(x, y), y′ = g(x, y).

×åì ýòà çàïèñü îòëè÷àåòñÿ îò ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ïëîñêîñòè? Êàæäîå ëè îòîáðàæåíèå ïëîñ-
êîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü êàê îòîáðàæåíèå çà âðåìÿ íåêîòîãî óðàâíåíèÿ Íüþòîíà? èëè íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ
äâóìÿ ïåðåìåííûìè? Ýòî òðåáóåò óòî÷íåíèé ôîðìóëèðîâîê, ññûëîê íà ëèòåðàòóðó è çàéìåò ìíîãî ìåñòà.

Ìû æå ïîêà ðàññìîòðèì âàæíåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé: Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ Íüþòîíà

(78) mẍ = F (t, x).

ÒÅÎÐÅÌÀ. Òîãäà îòîáðàæåíèå Πñîõðàíÿåò ïëîùàäü íà ïëîñêîñòè (x, y).
Ýòî ñëåäñòâèå ñòàíäàðòíîé òåîðåìû èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

(79) Ðåçîíàíñ
Ýòî ãðóïïà áëèçêèõ ÿâëåíèé, â êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ ðàçáåðåìñÿ.

(80) Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
Ðå÷ü ïîéäåò îá óðàâíåíèè mẍ + cẋ + kx = Φ(t).
Ìû çíàåì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîê óðàâíåíèå mẍ+ cẋ+kx = 0 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Åñëè x(1)(t) è

x(2)(t) � äâà åãî ðåøåíèÿ, òî äëÿ ëþáûõ ñ1 è c2 òîæå ðåøåíèåì áóäåò c1x
(1)(t) + c2x

(2)(t) (ïðè óñëîâèè,
÷òî ðåøåíèÿ x(1)(t) è x(2)(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû)
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Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü xîá.îä.(t).
Âåðíåìñÿ ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ. Ïóñòü xA(t) � êàêîå-òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

ΦA(t), à xB(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ΦB(t). Òîãäà èõ ñóììà � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ΦA(t) + ΦB(t).

Âçÿâ ΦA = Φ, ΦB = 0, ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ëþáîãî
ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Íàêîíåö,
xîá.íåîä.(t) = x÷àñò.íåîä.(t) + xîá.îä.(t).

Âïðåäü ïðàâàÿ ÷àñòü ñ÷èòàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé: Φ(t + τ) = Φ(t) . Î÷åíü ìíîãî ïîëåçíîãî ìîæíî
áóäåò óçíàòü, âçÿâ ñàìóþ ïðîñòóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ñèëó: Φ(t) = Φ cos νt ( τ = 2π

ν ).

(81) Äâèæåíèå áåç òðåíèÿ
ÎÑÖÈËËßÒÎÐ Ñ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÅÌ:

mẍ = −kx + Φcos νt.

Ïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû m = k = Φ = 1. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ẍ + x = cos νt.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå a cos νt + b sin νt.

x÷(t) = a cos νt + b sin νt.

ẍ÷ = −ν2(a cos νt + b sin νt).

(−ν2 + 1)(a cos νt + b sin νt) = cos νt.

Îòñþäà ïðè ν 6= 1 ïîëó÷àåì b = 0, a = 1
1−ν2 :

x÷(t) =
1

1− ν2
cos νt.

Îáùåå ðåøåíèå:
1

1− ν2
cos νt + c1 cos t + c2 sin t.

Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Îíî èìååò âèä

x(t) =
1

1− ν2
(cos νt− cos t) =

1
ν2 − 1

2 sin
1 + ν

2
t sin

ν − 1
2

t.

Îáùèé ðåçóëüòàò: ê ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì A cos(ωt + ϕ) ïðèáàâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

Φ/m

ω2 −mν2
cos νt (ν 6= ω),(82)

Φωt

2k
sinωt (ν = ω),(83)

òàê ÷òî
À) ïðè ν ≈ ω âîçíèêàþò áèåíèÿ � êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé (ω + ν)/2 è àìïëèòóäîé, ìåíÿþùåéñÿ ñ

ïåðèîäîì
τ =

4π

|ω − ν| ,

ìàêñèìóì êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ν → ω;
Á) åñëè ν = ω , òî ïîëó÷àåòñÿ ðàñêà÷èâàíèå � êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé, ðàñòóùåé ïðèìåðíî ëèíåéíî.

Îáà ýòèõ ÿâëåíèÿ ñîâîêóïíî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàê íàçûâàåìûé
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ðåçîíàíñ
(ïåðâàÿ ïîëîâèíà áèåíèé ïîíà÷àëó íåîòëè÷èìà îò ðàñêà÷èâàíèÿ).

Ñîâïàäåíèå ÷àñòîò ñàìî ïî ñåáå òîæå íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñîì.

(84) Àíàëèç ðåøåíèÿ âáëèçè ðåçîíàíñà
Âíîâü ïîëàãàåì k = m = Φ = 1, êðîìå òîãî, ν = 1 + ε, ε ¿ 1, ε 6= 0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè çàéìåìñÿ

äâèæåíèåì èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ (x(0) = 0, ẋ(0) = 0).

xε(t) =
2

(1 + ε)2 − 1
sin(1 +

ε

2
)t sin

ε

2
t =

1
ε + ε2

2

sin(1 +
ε

2
)t sin

ε

2
t.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t, ðàçëîæèì, ÷òî íóæíî, ïî ôîðìóëå Òåéëîðà è óñòðåìèì ε ê íóëþ.

x0(t) =
t

2
sin t.

Îòñþäà ïðè ν = 1 ( ε = 0) ÷àñòíîå ðåøåíèå x÷(t) = t
2 sin t.

(85) Äâèæåíèå ñ òðåíèåì
ÎÑÖÈËËßÒÎÐ Ñ ÂßÇÊÈÌ ÒÐÅÍÈÅÌ È ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÅÌ:

mẍ = −kx− cẋ + Φ(t).

Ýòîé âàæíîé çàäà÷å óäåëÿåòñÿ ìíîãî âíèìàíèÿ â êóðñàõ òåîðèè êîëåáàíèé (ïðè÷åì â êà÷åñòâå ïåðèîäè-
÷åñêîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ, êîíå÷íî, íå òîëüêî ïðîñòåéøèé êîñèíóñ).

Êàê îáû÷íî, ñ÷èòàåì m, c, k > 0.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Âñå åãî ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ýòî âûòåêàåò èç òî÷íîãî âèäà
ðåøåíèÿ. Ïîëîæèì χ = c

2m (êîýôôöèåíò çàòóõàíèÿ). Åñëè

λ < ω, òî xîá.îä. = e−χt(c1 cos
√

ω2 − k2t + c2 sin
√

ω2 − k2t;

λ = ω, òî xîá.îä. = (c1 + c2t)e−χt;

λ > ω, òî xîá.îä. = c1e
(−χ−√ω2−k2)t + c1e

(−χ+
√

ω2−k2)t.

Ïðîñòåéøàÿ, íî âûðàçèòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ: ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà Φcos νt.
Ðàñìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå mẍ + cẋ + kx = Φ cos νt. Åñëè ó íåãî åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ÷àñòíîå

ðåøåíèå x÷.ï.(t), òî
xîá.íåîä(t) = x÷.ï.(t) + xîá.îä(t) → x÷.ï.(t).

Èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå x(t) = A cos(νt− γ). Ýòî òàê íàçûâàåìîå âûíóæäåííîå êîëåáàíèå, êîòîðîå
ïðîèñõîäèò â ñèñòåìå ñ òðåíèåì ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû è èìåþò òó æå ÷àñòîòó (òîò
æå ïåðèîä). Äîêàæåì ýòî.

Çàìåíèì âðåìÿ t := t− const òàê, ÷òîáû ñïðàâà áûëî Φ(cos νt + γ), à èñêàòü áóäåì

x = A cos νt.

Ïîäñòàâëÿåì ýòî â mẍ + cẋ + kx = Φcos(νt + γ). Ïîëîæèì ïàðàìåòðû m = k = Φ = 1 .

−Aν2 cos νt− cAν sin νt + A cos νt = cos(νt + γ)

A(1− ν2) cos νt− cνA sin νt = cos(νt + γ).
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Ðåøåíèå ïîëó÷èòñÿ ⇐⇒
A(1− ν2) = cos γ , cνA = sin γ.

Çäåñü
A2 = 1

(1−ν2)2+c2ν2 � àìïëèòóäà

γ = arctg cν
1−ν2 � ôàçà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.

Îáùèé ðåçóëüòàò: âñå äâèæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê âûíóæäåííîìó êîëåáàíèþ

x =
Φ

m
√

(ω2 − ν2)2 + 4χ2ν2
cos

(
νt + arctg

2χν

(ω2 − ν2)

)
.

(86) Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
Ýòî ãðàôèêè.
Ïóñòü k, m, c ôèêñèðîâàíû, à ìåíÿåòñÿ òîëüêî ν . Ãðàôèê A(ν) î÷åíü èíòåðåñåí: ïðè c = 0 ó íåãî

âåðèòêàëüíàÿ àñèìïòîòà â òî÷êå ν = ω. À ïðè c 6= 0 - ó íåãî ìàêñèìóì íå òàì, ãäå ìîæíî îæèäàòü, òî
åñòü íå ñîâïàäàåò c ν = ω. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäíûì ðåçîíàíñîì, ìàêñèìóì àìïëèòóäû â
òî÷êå ν = ω

√
1− 2χ2

ω2 , è ýòîò ìàêñèìóì ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè χ → 0.

Çàòî ãðàôèê àìïëèòóäû ÑÊÎÐÎÑÒÈ äâèæåíèÿ èìååò ìàêñèìóì êàê ðàç ïðè ν = ω.

(87) Íàìåê íà ðÿäû Ôóðüå
Âåðíåìñÿ ê îáùåìó óðàâíåíèþ.
ÂÎÏÐÎÑ: ×òî, åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Φ(t) � íå ïðîñòî êîñèíóñ? Íàïðèìåð,

Φ(t) =
∑

Φp cos(pνt + αp)

(p ∈ I, ãäå I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî).
×òîáû íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå, äîñòàòî÷íî íàéòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â îòäåëüíîñòè äëÿ êàæäîãî ñëàãà-

åìîãî. Ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ
x÷(p) =

Φ/m

ω2 − p2ν2
cos(pνt + αp).

Ïîòîì ýòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ íàäî ñëîæèòü.
Ïðåäåëüíûå äâèæåíèÿ � âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ � ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ òàêæå ñêëàäûâàþòñÿ (ïðèí-

öèï ñóïåðïîçèöèè).
Ó íàñ ν = 2π

p τ � åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð, íà êîòîðûé íàêëàäûâàåòñÿ íåñêîëüêî (ñêîëüêî çíà÷åíèé p)
îãðàíè÷åíèé. Äëÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ Φp cos(pνt + αp) â ïðàâîé ÷àñòè îïàñíûìè (â ñìûñëå ðåçêîãî
ðîñòà àìïëèòóäû) äëÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòû, äëÿ êîòîðûõ ω ≈ pν.

(88) Èäåÿ âîçìóùåíèÿ
Ïóñòü èìååì óðàâíåíèå âèäà

mẍ = F1(x) + εF2(ẋ, x, t, ε),

ñîäåðæàùåå ïàðàìåòð ε ¿ 1. Òåïåðü ðåøåíèÿ x(t, ε) çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà, ïðè÷åì çàâèñèìîñòü ýòà
ãëàäêàÿ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(t0) = x0, ẋ(t0) = ẋ0. Ðàçëîæèì x(t, ε) (ïðè ïðîèçâîëüíîì t ) â ðÿä Òåéëîðà

(89) x(t, ε) = x(t) + εξ(t) + ε2η(t, ε), x(t, 0) = 0.

Çäåñü x(t) - íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå, ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ mẍ = F1(x).
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Ïîäñòàâèì 89 â ïîëíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

m
d2x

dt2
(t, ε) = F1(x(t, ε)) + εF2(

dx(t, ε)
dt

, x(t, ε), t, ε)

Çàëîæèì ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòü â ðÿäû ïî ε ïðè ôèêñèðîâàííîì t.

Ïðèðàâíÿâ ñâîáîäíûå ÷ëåíû, âèäèì, ÷òî mẍ(t) = F1(x(t)), êàê è äîëæíî áûòü.
Ïðèðàâíÿâ ÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè ïî ε , ïîëó÷èì:

mξ̈(t) =
dF1

dx
|x(t)ξ(t) + F2(ẋ(t), x(t), t, 0),

Âûâîä: ïðè âîçìóùåíèè êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì âñåãäà âîçíèêàþò óðàâíåíèÿ âèäà

mξ̈ = −K(t)ξ + χ(t),

ãäå K, χ � ëåãêî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè.
Åñëè èñõîäíàÿ ñèëà èìååò âèä F1(ẋ(t), x(t)), òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì

mξ̈ = −C(t)ξ̇ −K(t)ξ + χ(t),

Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Åñëè F1 = const , òî

mξ̈(t) = F2(ẋ(t), x(t), t, 0) = χ(t)

Òîãäà ξ(t) íàõîäèòñÿ äâóêðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî t ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ξ(0) = 0, ξ̇(0) = 0.

(90) Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ (íàìåêè íà òåîðèþ)
Ñòàíäàðòíûì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

(91) ẍ + (1 + εϕ(νt))x = 0 , ν t mod π

Ýòî óðàâíåíèå êîëåáàíèé, ãäå ÷àñòîòà íå ñèëüíî, âñå æå ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåòñÿ. Íàãëÿäíûé îáðàç -
ìàÿòíèê ïåðåìåííîé äëèíû.

Ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå íåâîçìîæíî, äàæå åñëè íà ðîëü ϕ âçÿòü êîñèíóñ.
×òîáû ïîíÿòü, ÷òî ìîæåò ïðîèñõîäèòü, ïðèõîäèòñÿ áðàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ ϕ. Òîãäà

âû÷èñëåíèÿ äîñòóïíû è óäàåòñÿ îáíàðóæèòü óäèâëÿþùåå: ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè, êàê ó îáû÷íûõ ïîâîðîòîâ, èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êàê ó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà.

È ïðîèñõîäèò ýòî ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ν, ε, êîãäà ν áëèçêî ê 2ω/k.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîäðîáíîñòÿì.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

mẍ + K
(
t mod 2π

ν

)
x = χ(t).

Åñëè x(t) � ðåøåíèå, òî x(t + 2π
ν ) òîæå ðåøåíèå.

Îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàåì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
( y ≡ ẋ) (

ẋ

ẏ

)
= M(t)

(
x

y

)
, ãäå M(t) =

(
0 1

−K(t) 0

)
.

Êàê èçâåñòíî, ó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñîâïà-
äàþò. Îãðàíè÷åííîñòüþ ìû è çàéìåìñÿ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ K ñîäåðæèò íåêîòîðûé ïàðàìåòð m; áîëåå êîíêðåòíî, ïðåäñòàâèì ñåáå K(t, µ) â
óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøåãî âèäå:

ẍ + (1 + µf(t, µ))x = 0.
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Åñëè µ = 0, òî x = x0 cos t + ẋ0 sin t, ẋ = −x0 sin t + ẋ0 cos t (îãðàíè÷åííûå êîëåáàíèÿ).
Ïåðñïåêòèâà: ìîæíî f (è ïðè ýòîì ν) âûáðàòü òàê, ÷òî è ïðè µ ñêîëü óãîäíî ìàëîì (µ → 0) íåîãðà-

íè÷åííîñòü áóäåò èìåòü ìåñòî. Ýòî è åñòü ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ (òî÷íåå, åãî ñàìàÿ ëåãêî äîêàçóåìàÿ
òðàêòîâêà).

Ðàññìîòðèì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû: x(t, x0, y0), y(t, x0, y0) (ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè t = 0 ïîëó÷àþòñÿ x0

è y0). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå âñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè èìååò âèä
(

x

y

)
= S(t)

(
x0

y0

)
, S(0) = E.

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ìàòðèöû Êîøè S(t), òî åñòü ôóíêöèÿ w(t) = det S(t), óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d

dt
w = tr M(t)w,

à ïîñêîëüêó ñåé÷àñ tr M(t) ≡ 0 è w(0) = det E = 1, èìååì w(t) = det S(t) ≡ 1.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèåì çà ïåðèîä (âîîáùå ïðè ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöå M(t)) íàçûâàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå

P0 =
(

x0

y0

)
7→ P1 =

(
x1

y1

)
= S(τ)

(
x0

y0

)
.

Èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x1 = x

(
2π
ν , x0, y0

)

y1 = y
(

2π
ν , x0, y0

)
,

xk = x
(
k 2π

ν , x0, y0

)

yk = y
(
k 2π

ν , x0, y0

)
.

(
xk

yk

)
= Sk(τ)

(
x0

y0

)
.

Íàïîìèíàåì: ó íàñ det S(τ) = 1.

Ïðèìåðû ïîñòîÿííûõ ìàòðèö S ñ det = 1

(à)
(

x1

y1

)
=

(
cos α sin α

− sin α cosα

)(
x0

y0

)
� ïîâîðîò.

Çäåñü f = x2 + y2 � ¾ïåðâûé èíòåãðàë¿, ò. å. ôóíêöèÿ, èíâàðèàíòíàÿ ïðè îòîáðàæåíèè: f(P1) = f(P0)
.

(á)
(

x1

y1

)
=

(
1 0
0 1

λ

)(
x0

y0

)
� ãèïåðáîëè÷åñêèé ïîâîðîò.

Çäåñü¾ïåðâûé èíòåãðàë¿ � f = xy

ÒÅÎÐÅÌÀ. Åñëè detS = 1, òî ïðåîáðàçîâàíèå P0 → P1 â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ ëèáî îáû÷íûì
ïîâîðîòîì, ëèáî ãèïåðáîëè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:
∣∣∣∣
a− λ b

ñ d− λ

∣∣∣∣ = λ2 − (a + d)︸ ︷︷ ︸
tr S

λ + 1 = 0.

Äèñêðèìèíàíò ðàâåí D = tr2−4 .
Ïðè | tr | > 2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 äåéñòâèòåëüíû è λ1λ2 = 1, ò. å. èìååì λ è 1

λ .

Åñëè | tr | < 2, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ ÷èñëà, λ1λ2 = 1, λ1,2 = cos α±
i sin α.

Îâåùåñòâëåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî q + ip � ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ1 = α + iβ :

S(q + ip) = (α + iβ)(q + ip).
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Âûäåëÿåì âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè:

Sq = αq − βp , Sp = βq + αp.

Â ðåïåðå p, q îòîáðàæåíèå èìååò ìàòðèöó
(

α −β

β α

)
.

Äàëåå ÿñíî.

Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà îá îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñëåä ìàòðèöû S = S(τ)
(åñëè | tr | > 2, òî ðåøåíèÿ íåîãðàíè÷åííû, èíà÷å � îãðàíè÷åíû).

Äëÿ íåãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Pk = SkP0 íàì íóæíî | tr | > 2 .
Âîîáùå ãîâîðÿ, ìàòðèöà S(t) íå âû÷èñëÿåòñÿ ¾â ôîðìóëàõ¿ äàæå â òàêîì ïðîñòîì, êàçàëîñü áû,

ñëó÷àå, êàê K(t) = 1 + µ cos νt. Ïîýòîìó âîçüìåì K(t) êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé:

K(t) = ω1, 0 6 t < T1, K(t) = ω2, T1 6 t < T1 + T2 = τ

íà íà÷àëüíîì ïåðèîäå è àíàëîãè÷íî ïîòîì.
Îáùå ðåøåíèå ñèñòåìû (

ẋ

ẏ

)
=

(
0 1
−ω2 0

)
.

(
x

y

)

èìååò âèä (
x

y

)
=

(
cosωt 1

ω sin ωt

− ω sin ωt cosωT

)(
x0

y0

)
.

Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå çà ïåðèîä äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé K(t) áóäåò çàäàâàòüñÿ ìàòðèöåé âèäà

S(τ = T1 + T2) =

(
cosω2T2

1
ω2

sin ω2T2

− ω2 sin ω2T2 cos ω2T2

)(
cos ω1T1

1
ω1

sinω1T1

− ω1 sin ω1T1 cosω1T1

)
=

=

(
cosφ1 cosφ2 − ω1

ω2
sin φ1 sin φ2 ???

??? cos φ1 cos φ2 − ω2
ω1

sin φ1 sin φ2

)
.

(çäåñü φ1,2 = ω1,2T1,2). Âû÷èñëèì ñëåä:

tr = 2 cos φ1 cos φ2 −
(

ω1
ω2

+ ω2
ω1

)
=

= 2 cos(φ1 + φ2)−
(

ω1
ω2

+ ω2
ω1
− 2

)
sin φ1 sin φ2.

Îñòàëîñü ïîäîáðàòü ω1,2, T1,2 òàê, ÷òîáû áûëî | tr | > 2 .
Ïðèíèìàÿ φ1 + φ2 = 2π, íóæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû sin φ1 sin φ2 áûëî îòðèöàòåëüíûì. Ïîëîæèì

ω1 = 1 + µ, ω2 = 1− µ, T1 = T2 = π.

Òîãäà
sin((1 + µ)π) sin((1− µ)π) = sin(µπ) sin(−µπ) = − sin2(µπ) < 0.

Ïî íåïðåðûâíîñòè âûáðàííûå ïàðàìåòðû ìîæíî ÷óòü-÷óòü ¾ïîøåâåëèòü¿ ñ òåì æå ðåçóëüòàòîì.
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ K(t) = 1 + µ cos νt ïðè νîêîëî 1.

Íà ñàìîì äåëå ýòî äàëåêî íå åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âûáîð ν, íî áåç îáîñíîâàíèé ãîâîðèòü áîëüøå
íå áóäåì.
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2. Ãðóáîñòü è áèôóðêàöèè
Îáùèé õîä ìûñëè çäåñü òàêîé: èìååòñÿ îáúåêò, ñâîéñòâà êîòîðîãî çàâèñÿò îò íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïàðàìåòðû ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ. Ñâîéñòâî ãðóáîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ
íèêàêèõ èçìåíåíèé êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ îáúåêòà íå ïðîèñõîäèò, îí îñòàåòñÿ óçíàâàåìûì, åãî äåòàëè ñî-
õðàíÿþò ïðåæíèå íàèìåíîâàíèÿ, ñëåãêà ìåíÿÿñü. Ïðè âûõîäå íà ãðàíèöó îáëàñòè ïðîèõîäèò òàêîå, ÷òî
ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ åå îáúåêò ñòàíåò ÿâíî äðóãèì: èçìåíåíèå, êîòîðîå ïðîèçîøëî, è íàçûâàåòñÿ áèôóð-
êàöèåé - âåòâëåíèåì. Íàïðèìåð, åñëè íàëèâàòü âîäó â ñòàêàí íà ñòîëå, òî â êàêîé-òî ìîìåíò âîçíèêíåò
ëóæà ðÿäîì ñ íèì. Îñîñáåííî âàæíî òî, ÷òî ñàìà áèôóðêàöèÿ, â ïðèíöèïå � ÿâëåíèå ãðóáîå: åñëè ñëåãêà
èçìåíèòü èññëåäóåìûé îáúåêò (ñòàêàí çàìåíèòü íà ÷àøêó), òî áèôóðêàöèÿ ñîõðàíèòñÿ âñå ðàâíî.

Ïðîñòåéøèé, íî ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð. Äàíî óðàâíåíèå

(92) Fε(x) = F0(x) + εF1(x) + o(ε2) = 0 (îïÿòü ε ¿ 1).

Ïóñòü x̂ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðè ε = 0. ×òî ïðîèçîéäåò ïðè ε 6= 0? Áóäåì èñêàòü ðàâíîâåñèå â âèäå
x̂ε = x̂ + εx̂1 + . . . . íàéòè ëèøü x̂1. Ïîäñòàâëÿÿ x̂ε â óðàâíåíèå F0(x) + εF1(x) + . . . = 0, ïîëó÷èì

F0(x̂ + εx̂1) + εF1(x̂ + εx̂1) + . . . = 0.

Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ε, ïîëó÷èì

(93) F0(x̂) + ε[F ′0(x̂)x̂1 + F1(x̂)] + o(ε2) = 0.

Íî F0(x̂) = 0, òàê êàê x̂ � êîðåíü ïðè ε = 0. ñëåäîâàòåëüíî,

(94) x̂1 = −F1(x̂)
F ′0(x̂)

Êàê âèäèì, ïðè F ′0(x̂) 6= 0 êîðåíü óðàâíåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, íî íåñêîëüêî ñìåùàåòñÿ � áîëåå ñòðîãî òî æå
ñàìîå âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ýòîò ôàêò íå çàâèñèò îò âèäà F1 � âîò ýòî êàê ðàç è åñòü ãðóáàÿ ñèòóàöèÿ (òåðìèí ïðåäëîæåí
Àíäðîíîâûì äëÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ).

Ïîñìîòðèì íà ñëó÷àé F ′0(x̂) = 0. Äëÿ ÿñíîñòè âîçüìåì ïðèìåð x2 = εè ñðàçó óëîâèì, ÷òî ïðîèñõîäèò.
Ïîõîæåå áóäåò, åñëè F0 èìååò ÍÅÂÛÐÎÆÄÅÍÍÛÉ (F ′′0 6= 0) ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì - âîò è ãðóáîñòü
áèôóðêàöèè íàëèöî.

Âîîáùå, ãðóáîñòü èëè óñòîé÷èâîñòü ñèòóàöèè � ýòî êîãäà ÍÅ×ÒÎ ÄÎËÆÍÎÅ íå ðàâíî íóëþ. Íàäî
ëèøü ïðàâèëüíî óñòàíîâèòü, ÷òî èìåííî ÄÎËÆÍÎÅ (ñêîðåå âñåãî - íåêîòîðûé îïðåäåëèòåëü).

Äàëüíåéøåå âåäåò íàñ â ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

(95) Áèôóðêàöèè ðàâíîâåñèé è êàòàñòðîôû
Åñëè ðèñîâàòü ôàçîâûå ïîðòðåòû êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, íî íåèçáåæíî

áóäåøü ïðîèãðûâàòü íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ïàññàæåé. Ïîñåìó ýòî òàê è â êàêîì òî÷íîì ñìûñëå � îáú-
ÿñíèòü òðóäíî, à âîò ñûãðàòü èõ � ëåãêî.

Âñå îïðåäåëÿåòñÿ îñîáûìè (êðèòè÷åñêèìè) òî÷êàìè ïîòåíöèàëà.
Áóäåì ðèñîâàòü ãðàôèêè ïîòåíöèàëà, ôàçîâûå ïîðòðåòû, äèàãðàììû Ïóàíêàðå (êðèòè÷åñêèå òî÷êè

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ) è áèáóðêàöèîííûå äèàãðàììû (êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò
ïàðàìåòðîâ).

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜ A1 (ñêëàäêà). Ýòî êîãäà íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò.

(96) V = Frac12x2 èëè V = −Frac12x2
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ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜ A2 (ñáîðêà Óèòíè). Íà ¾ðîâíîì ìåñòå¿ ðîæäàþòñÿ äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè.

(97) V = Frac16x3 − ax

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜ A3 (ëàñòî÷êèí õâîñò). äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè.

(98) V = Frac124x4 − Fraca2x2 − bx

Òóò ìàññà ïîäñëó÷àåâ, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ b = 0, êîãäà ìû èìååì äåëî ñ ÷åòíîé ôóíêöèåé.
Òå êàðòèíêè, êîòîðûå ìû çäåñò óâèäåëè, îáÿçàòåëüíî (ìîæåò áûòü, â äåôîðìèðîâàííîì âèäå) âñòðå-

òÿòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè áóôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

(99) Ãðóáîñòü è íåãðóáîñòü ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ
Ñíà÷àëà íàäî èññëåäîâàòü íà ÓÑËÎÂÍÓÞ ãðóáîñòü ëèíåéíûå (àâòîíîìíûå) çàäà÷è � óñëîâíóþ â

òîì ñìûñëå, ÷òî ìåíÿþòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðû ëèíåéíîé ñèñòåìû.
Ýòî íåòðóäíî.
Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ïîâåðèòü â òðóäíóþ òåîðåìó î òîì, ÷òî óñëîâíî ãðóáûå ëèíåéíûå çàäà÷è � ãðóáûå

âîîáùå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Åùå òðóäíåå òåîðåìà Ïóàêàðå-Àíäðîíîâà î ãðóáûõ ñèñòåìàõ íà ïëîñêîñòè. Òàêèå ñèñòåìû ñ íåîáõîäè-

ìîñòüþ äîëæíû èìåòü ãðóáûå ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ è ãðóáûå (íåâûðîæäåííûå) ïðåäåëüíûå öèêëû. Åñòü åùå
òðóäíîñòü ñ ñåïàðàòðèñàìè, èäóùèìè èç ñåäëà â ñåäëî � òàêîãî íå äîëæíî áûòü.

(100) Íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ è áèôóðêàöèè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
Ñòàíäàðòíûì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Äóôôèíãà

(101) ẍ + ñẋ + x = Φ cos νt + εx3 ,

â êîòîðîì ðàçìåðíî íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû óæå ðàâíû åäèíèöå.
Íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ îáóñëîâëåíà ïîÿâëåíèåì ñëàãàåìîãî εx3. Ñòåïåíü âçÿòà òðåòüÿ, à íå âòîðàÿ

(êàê ìîæíî áûëî áû îæèäàòü èç ¾î÷åâèäíûõ ñîîáðàæåíèé¿, òàê êàê ñèëà, çàâèñÿùàÿ îò ïîëîæåíèÿ, ïðè
ýòîì íå÷åòíàÿ, ÷òî âåñüìà åñòåñòâåííî.

Çàìåíèì ýòî óðàâíåíèå äðóãèì, íî òàêèì, ÷òîáû â âûðàæåíèè íåëèíåéíîé ñèëû

F =
(−1 + εx2

)
x

ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðè x áûëî òåì æå (çà ïåðèîä íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ), à åùå òàêèì,
÷òîáû ïðîùå áûëî íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå. Âîò ýòî óðàâíåíèå:

(102) ẍ + ñẋ + x = Φ cos νt +
ε

2
x(x2 + ẋ2) ,

Çäåñü ëåãêî óãàäàòü ðåøåíèå âèäà x = a cos νt + ϕ, ïîèñêàòü ïîäõîäÿùèå a è ϕ, è óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè
íåêîòîðûõ ñî÷åòàíèÿõ ïàðàìåòðîâ òàêèõ a ìîæåò áûòü äàæå òðè.

Çäåñü ñàìîå âðåìÿ ïîðèñîâàòü òàê íàçûâàåìûå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè, è ñðàâíèòü èõ
ïðè ε = 0 è ïðè ε 6= 0.

(103) Áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ öèêëà
Åå ìîæíî ïðîñëåäèòü, âçÿâ óðàâíåíèe

(104) ẍ + 2εẋ− 4x2ẋ + x = 0 ,
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Òåïåðü åñòü äèññèïàöèÿ, î÷åíü íåçàìåòíàÿ ïðè ìàëûõ x, è ëèíåéíàÿ ïî ñêîðîñòè ñèëà, êîýôôèöèåíòó
ïðè êîòîðîé òåïåðü ïîçâîëåíî ìåíÿòü çíàê.

Çàìåíèì ýòî óðàâíåíèå äðóãèì, íî òàêèì, ÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðè ẋ çà ïåðèîä
íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ áûëà òàêèì æå, äà åùå òàê, ÷òîáû ïðîùå áûëî íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå. Âîò
ýòî óðàâíåíèå:

(105) ẍ + 2εẋ− 2(x2 + ẋ2)ẋ + x = 0 ,

Çäåñü ëåãêî óãàäàòü ðåøåíèå âèäà x = a cos t, íàéòè ïîäõîäÿùåå a =
√

ε. Ýòî è áóäåò ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå, ðîæäàþùååñÿ ïðè ïåðåõîäå ε÷åðåç íóëü ñëåâà íàïðàâî.

Ýòî - òèïè÷íîå ÿâëåíèå, íî íå ãàðàíòèðîâàííîå. Æåëàòåëüíû óñëîâèÿ íà ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïðè
ε = 0.

×òîáû ýòî ïîíÿòü, âîçüìåì óðàâíåíèå

(106) ẍ = (1 + x2)(−2εẋ− x) +
2xẋ

1 + x2 ,

Îíî íåëèíåéíî. Íî ëèøü çàìåíîé âðåìåíè dt := (1 + x2)dt îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî ëèíåéíîãî. Ïîýòîìó
íèêàêèõ öèêëîâ ó íåãî ïðè ïåðåõîäå c ÷åðåç íóëü íå âîçíèêíåò.

3.. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

(107) Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàãðàíæà
âòîðîãî ïîðÿäêà â ïåðåìåííûõ q1, . . . , qn èìååò âèä

(108) d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 , i = 1, . . . , n

èëè êîðî÷å
d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0 , q = (q1, . . . , qn),

ãäå L(q̇, q, t) = L(q̇1, . . . , q̇n, q1, . . . , qn, t) - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, èìåíóåìàÿ ëàãðàíæèàíîì èëè ôóíêöèåé
Ëàãðàíæà. Çàïèñü 108 óêàçûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé äëÿ âûïèñûâàíèÿ ñèñòåìû.

(109) Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà
ïåðâîãî ïîðÿäêà â ïåðåìåííûõ p1, . . . , pn, q1, . . . , qn èìååò âèä

(110) ṗi = −∂H

∂qi
, q̇i =

∂H

∂pi
, i = 1, . . . , n

èëè êîðî÷å
ṗ = −∂H

∂q
, q̇ =

∂H

∂p
èëè åùå êîðî÷å

(111) ż = II
∂H

∂z
, z = (p, q), II =

(
0 −E

E 0

)
.

ãäå H(z, t) = H(p, q, t) = H(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn, t � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, èìåíóåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì èëè
ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà.

(112) Îáîçíà÷åíèÿ.
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Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ∂y
∂x

âñåãäà îçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáåö, åñëè òîëüêî îäíà èç ïåðåìåííûõ x è y � âåê-
òîðíàÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ∂y

∂x
� ìàòðèöà, ïðè÷åì ïî ñòîëáöàì èäóò êîìïîíåíòû òîãî âåêòîðà, êîòîðûé

÷èòàåòñÿ ïåðâûì, òî åñòü ïåðåìåííûå y.

(113) Ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåì Ëàãðàíæà è Ãàìèëüòîíà.
Íà ëàãðàíæèàí ïîëàãàåòñÿ íàëàãàòü óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè

(114) det
∥∥∥∥

d2L

dq̇i
2 q̇j

∥∥∥∥ 6= 0 ,

÷òîáû ñèñòåìó (108) ìîæíî áûëî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî óñêîðåíèé q̈k. Ïðè ýòîì æå óñëîâèè ñèñòåìà
ñîîòíîøåíèé (ýòî âûðàæåíèå èìïóëüñîâ pi ÷åðåç (q̇, q, t) èëè ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà)

(115) ∂L

∂q̇i
= pi , i = 1, . . . , n

ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòåé ( q̇ = q̇(p, q, t)). Ñîñòàâèì ôóíêöèþ

(116) H =

[
n∑

i=1

piq̇i − L

] ∣∣∣∣∣
q̇=q̇(p,q,t)

Òîãäà ñèñòåìû (108) è (110) ðàâíîñèëüíû, è èõ ðåøåíèÿ ñâÿçàíû êàê ðàç ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëåæàíäðà. Ïðè ýòîì âòîðàÿ ïîëîâèíà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîìÿíóòîå îáðàùåíèå
çàâèñèìîñòåé (115).

(117) Çàäà÷à Êîøè è îáùåå ðåøåíèå

äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé Ëàãðàíæà è Ãàìèëüòîíà
[

(108)
(110)

ïîíèìàþòñÿ, êàê îáû÷íî.

Åñëè ôóíêöèÿ
[

L

H
äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, òî ñïðàâåäëèâû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèé.

Êîãäà ðå÷ü çàõîäèò îá àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ, òî åñòü êîãäà
[

∂L
∂t

≡ 0
∂Í
∂t

≡ 0
íà÷àëüíûì ìîìåíòîì âðåìåíè

ïðèíÿòî ñ÷èòàòü t0 = 0. Ïðè ýòîì èìååòñÿ

(118)


 H(q̇, q) =

n∑

i=1

q̇i
∂L

∂q̇i
− L = h = const

H(p, q) = h = const
.

Â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû n = 1, ýòîò èíòåãðàë ïîçâîëÿåò ðåøèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Ìû ðàçëè÷àåì ïîëîæåíèå q è ñîñòîÿíèå
[

(q̇, q)
(p, q)

.

(119) Êîììåíòàðèé.
Ôóíêöèè Ëàãðàíæà è Ãàìèëüòîíà ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè, âî-ïåðâûõ, â òîì ñìûñëå, ÷òî ñè-

ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî íàáîðà îïåðàöèé íàä íèìè. À
âî-âòîðûõ, ïîòîìó, ÷òî êàæäîìó òèïó ñèñòåìû îòâå÷àåò ñâîÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùàÿ ôîðìó
ñèñòåìû: âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðåîáðàçîâûâàòü ñàìè óðàâíåíèÿ, äîñòàòî÷íî
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(À) ïðåîáðàçîâàòü òîëüêî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ è
(Á) ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûé íàáîð îïåðàöèé â íîâûõ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ðå÷ü èäåò î ãðóïïå çàìåí êîîðäèíàò, ò.å. ëþáûõ ïîäñòàíîâêàõ âèäà

(120) qi = qi(ξ1, . . . , ξn, t) , i = 1, . . . , n ,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿêîáèàí íå ðàâåí íóëþ. Äèôôåðåíöèðóÿ (120), ïîëó÷àåì

(121) q̇i =
n∑

j=1

∂qi

∂ξj
ξ̇j +

∂qi

∂t
,

ïîäñòàâëÿåì (120),(121) â L(q̇, q, t) è ïîëó÷àåì íîâûé ëàãðàíæèàí L̃(ξ̇, ξ, t).
Äëÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ðå÷ü èäåò î ãðóïïå êàíîíè÷åñêèõ ïîäñòàíîâêàõ , ò.å. ëþáûõ çàìåíàõ ïåðå-

ìåííûõ âèäà

(122) pi = pi(α1, . . . , αn, β1, . . . , βn) , qi = qi(α1, . . . , αn, β1, . . . , βn) ,

íå çàâèñÿùèõ ÿâíî îò âðåìåíè, ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè ∆ = ∂(p, q)
∂(α, β) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé,

òî åñòü

(123) ∆II∆∗ = II .

Ïîäñòàâëÿåì (122) â H(p, q, t) è ïîëó÷àåì íîâûé ãàìèëüòîíèàí H̃(α, β, t).
Ïîäñòàíîâêè, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè, íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè, åñëè óñëîâèå (123) âûïîëíÿåòñÿ

ïðè êàæäîì t. Îäíàêî äëÿ íèõ ãàìèëüòîíèàí íå ïðåîáðàçóåòñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé, êàê ëàãðàíæèàí,
à èçìåíÿåòñÿ ïî áîëåå ñëîæíîìó ïðàâèëó (îá ýòîì ïîçäíåå).

ÇÀÌÅÍÛ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ ÍÓÆÍÛ ÁÓÄÓÒ ÄËß ÒÎÃÎ,
×ÒÎÁÛ ÓÏÐÎÙÀÒÜ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

È, ÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎ, � ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈß.

4.. Äâà ðàâíîñèëüíûõ ñïîñîáà çàäàâàòü ãåîìåòðè÷åñêèå (ãîëîíîì-
íûå) ñâÿçè. Îáîáùåííûå (ëàãðàíæåâû) êîîðäèíàòû ñèñòåìû.

Ñîãëàøåíèå: Âñå ðàâíî, êàê çàäàâàòü ïîâåðõíîñòè � ñèñòåìîé óðàâíåíèé èëè ïàðàìåòðè÷åñêè (òîïî-
ëîãè÷åñêèå îãîâîðêè èãíîðèðóåì). Ýòî ïðàêòè÷åñêè âçàèìîçàìåíèìî. Ñïîñîá âûáèðàåì ñìîòðÿ ïî òîìó,
÷òî óäîáíåå ñëîæèâøèõñÿ îáñòîÿòåëüñòâàõ. Çíà÷îê "↔ ” îçíà÷àåò òàêóþ âçàèìîçàìåíèìîñòü.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïåðåìåííûå z ñâÿçàíû, êîãäà Φ(z, ...) = 0 ↔ z = ϕ(ζ, ...) â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè
òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè: dim z = dimζ + dimΦ, rang ∂Φ

∂z
−max ↔ rang ∂ϕ

∂ζ
−max.

Ãåîìåòðè÷åñêèå (ãîëîíîìíûå) ñâÿçè � ýòî îãðàíè÷åíèÿ íà êîîðäèíàòû.
Âûøå ìû ñâåëè äèíàìèêó ñèñòåìû â äèíàìèêå îäíîé òî÷êè â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (äëÿ ïðîñòîòû

åãî ðàçìåðíîñòü ïóñòü áóäåò K). Áóäåì ðàáîòàòü â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ. Âîçüìåì óðàâíåíèÿ
ñâÿçè fa(x, t) = 0. Ïî íàøåìó ñîãëàøåíèþ, ýòî âçàèìîçàìåíèìî ñ xk = x∗k(q1, q2, ..., qn, t), êîðî÷å,

(124) fa(x, t) = 0 ↔ xk = x∗k(q1, q2, ..., qn, t),

Çäåñü a = 1, 2, ..., A, K � ÷èñëî ïåðåìåííûõ "x”; óðàâíåíèÿ fa(x, t) = 0 çàäàþò ìíîãîîáðàçèå ïîëî-
æåíèé ÷èñëî n = K −A � ðàçìåðíîñòü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, q1, q2, .., qn � ëàãðàíæåâû (îáîáùåííûå)
êîîðäèíàòû, ýòî êîîðäèíàòû íà ìíîãîîðàçèè ïîëîæåíèé.

Åñëè äðóãèõ ñâÿçåé íåò, òî n íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.
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Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ äèíàìèêè òî÷åê

rν = rν(q1, . . . , qn, t).

Ïîñêîëüêó x = x(q, t), äèôåðåíöèðîâàíèÿ è ïîäñòàíîâêè äàþò

ϕ(x, t) 7→ ϕ∗(q, t), Φ(ẋ, x, t) 7→ Φ∗(q̇, q, t), Φ(ẍ, ẋ, x, t) 7→ Φ∗(q̈, q̇, q, t) .

Êàê ñëåäñòâèå, çàäàòü ãåîìåòðè÷åñêèå ñâÿçè � çíà÷èò çàäàòü ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû è âïîñëåäñòâèè
îïðåäåëèòü ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ òî÷åê ñèñòåìû ÷åðåç îáîáùåííûå ñêîðîñòè è îáîáùåííûå óñêîðåíèÿ.

5.. Îáùåå ïîíÿòèå ñâÿçè â àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå, ðàâíîñèëüíûå
ñïîñîáû çàäàíèÿ ñâÿçåé; êëàññèôèêàöèÿ ñâÿçåé (ñâÿçè ãåîìåò-
ðè÷åñêèå è êèíåìàòè÷åñêèå, ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå,
ãîëîíîìíûå è íåãîëîíîìíûå).

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèå è êèíåìàòè÷åñêèå ñâÿçè. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïóñòü óæå íàëîæåíû.
Ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ñâÿçè. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì fa(x, t) = 0 è ïîëó÷èì äèôôåðåíöè-

àëüíóþ ñâÿçü, íàêëàäûâàþùóþ îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòü:

(125)
∑ ∂fa

∂xk
ẋk +

∂fa

∂t
= 0 ↔ ẋk =

∑ ∂xk

∂qi
q̇i +

∂xk

∂t

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå, ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ñâÿçè

(126) gb(ẋ, x, t) = 0, b = 1, ..., B

Îíè äîëæíû áûòü ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû ïî ẋ âìåñòå ñ (125).

Â ñèñòåìå
{

(125)
(126)

. Ïîäñòàâèì â (126) ẋ èç (125), ïîëó÷èì g∗b (q̇, q, t) = 0. Ýòî âçàèìîçàìåíèìî ñ

q̇i = ψi(ω1, ..., ωm, q, t), i = 1, ..., n,

ãäå m = n−B = K −A−B, � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû òåïåðü óæå â îáùåì ñëó÷àå.
Âåëè÷èíû ω1, ..., ωm íàçûâàþòñÿ ïñåâäîñêîðîñòÿìè.

6.. Ïñåâäîñêîðîñòè.
Çäåñü íàäî äàòü îïðåäåëåíèå èç ïðåäûäóùåãî è ïðèâåñòè ïðèìåðû: ñàíè ×àïëûãèíà è òåëî ñ íåïî-

äâèæíîé òî÷êîé.
Äàëåå îòìåòèòü òîíêîñòü â ïîíèìàíèè ïîëíîé ïðîèçâîäíîé: ïóñòü èìååì Φ(ω, q, t) è ω è q çàâèñÿò

îò t. Òîãäà
dΦ
dt

=
∑ ∂Φ

∂ωλ
ω̇λ +

∑ ∂Φ
∂qi

q̇i +
∂Φ
∂t

=
∑ ∂Φ

∂ωλ
ω̇λ +

∑ ∂Φ
∂qi

ψi(ω, q, t) +
∂Φ
∂t

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå ïñåâäîñêîðîñòåé

Φ(q̇, q, t) 7→ Φ∗(ω, q, t), Φ(q̈, q̇, q, t) 7→ Φ∗(ω̇, ω, q, t).

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ ẍ∗k(ω̇, ω, q, t) ëèíåéíû ïî ω̇.

Âåëè÷èíû ω̇1, ..., ω̇m íàçûâàþòñÿ ïñåâäîóñêîðåíèÿìè.
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7.. Ïðîèçâîë ïðè âûáîðå ðåàêöèé ñâÿçåé. Àêñèîìà (ìîäåëü) èäå-
àëüíûõ ñâÿçåé. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ïðèíóæäåíèÿ Ãàóññà.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ äèôôåðåíöèàëüíûå ñâÿçè ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ îãðàíè÷åíèé
íàêëàäûâàåìûõ ñâÿçÿìè íà óñêîðåíèå

(127)
∑ ∂fa

∂xk
ẍk +

∑
(

d

dt

∂fa

∂xk
)ẋk +

d

dt

∂fa

∂t
= 0 ↔ ẍk =

∑ ∂xk

∂qi
q̈i +

∑
(

d

dt

∂xk

∂qi
)q̇i +

d

dt

∂xk

∂t

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (126) ïî âðåìåíè:

(128)
∑ ∂gb

∂ẋk
ẍk +

∑
(

d

dt

∂gb

∂xk
)ẋk +

∂gb

∂t
= 0.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
{

(178)
(128)

. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïîëó÷èëè q̇i = ψi(ω1, ..., ωm, q, t), óâèäèì:

q̈i =
m∑

λ=1

∂ψi

∂ωλ
ω̇λ + [...]

Çäåñü [...] � ôóíêöèÿ îò (ω, q, t), óòî÷íåíèå êîòîðîé íàñ íå èíòåðåñóåò.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñèñòåìû
{

(178)
(128)

òàêîâ: ïîñêîëüêó (178), (128) ëèíåéíû ïî óñêîðåíèÿì, ïî-

ëó÷àåì ïëîñêîñòü ìûñëèìûõ óñêîðåíèé (òåðìèí Ãàóññà) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ñîñòîÿíèè (ẋ, x, t).
Ýòà ïëîñêîñòü èìååò ðàçìåðíîñòü m. Îñâîáîæäåííîå óñêîðåíèå (ïî Ãàóññó) ïîëó÷àåì, êîãäà íåò ñâÿçåé
� îíî îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñèëàìè: aîñâ[≡ ẍ] = F/M ïðè êàæäîì ẋ, x, t.

Åñëè ñâÿçè íàëîæåíû, òî â èñõîäíîì óðàâíåíèè Íüþòîíà (??) ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå:

(129) Mẍ = F(ẋ, x, t) +R ;

Îíî íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîé ðåàêöèåé ñâÿçåé. Ñàìîãî ïî ñåáå ââåäåíèÿ òàêîãî ñëàãàåìîãî ìàëî; ïðî äâè-
æåíèÿ x(t) èëè ïðî ñèëó R íàäî ñêàçàòü ÷òî-ëèáî îáÿçûâàþùåå. Èíà÷å óäà÷íûì âûáîðîì R ìîæíî
ïîëó÷èòü ëþáîå äâèæåíèå, êîòîðîå òîëüêî ìîæåò ïðèäòè â ãîëîâó.

Ïëàí äåéñòâèé òåîðåòèêà òàêîâ. Óæå èìååì

dqi

dt
= ψi(ω, q, t)

Ýòî ÷àñòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàäî äîïèñàòü ýòó ñèñòåìó:

(130) dωλ

dt
= Ψλ(ω, q, t).

Íóæíà ïðîöåäóðà, òåîðåòè÷åñêè âåäóùàÿ ê âûðàæåíèþ Ψ ïðè êàæäîì (ω̇, q, t),, èñõîäÿ èç çàäàííûõ
F , fa, gb. Òî æå ñàìîå äðóãèìè ñëîâàìè: ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, óäîâëåòâîðÿþùåì çà-
äàííûì ñâÿçÿì, ïðè çàäàííûõ ñèëàõ íàäî ÄÀÒÜ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ åäèíñòâåííîãî íàáîðà ω̇1, ..., ω̇m, â
êîíå÷íîì ñ÷åòå, óêàçàòü èñòèííîå óñêîðåíèå (ïî Ãàóññó).

Ââîäèòñÿ ïðèíóæäåíèå ïî Ãàóññó

G(ẍ, ẋ, x, t) =
M

2

∑
(ẍl − Fl

M
)2.

Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ äèíàìèêè ñèñòåìû G = 1
2

∑
(r̈ν − F ν/mν)2.

Èñòèííûì óñêîðåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî èç ìûñëèìûõ, êîòîðîå äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ïðèíóæ-
äåíèþ.
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Èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,
èñòèííîå óñêîðåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç îñâîáîæäåííî-

ãî íà ïëîñêîñòü ìûñëèìûõ óñêîðåíèé, òàê êàê ïðèíóæäåíèå åñòü êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ aîñâ äî ýòîé
ïëîñêîñòè. Èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

èñòèííîå óñêîðåíèå îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêå ñîâîêóïíîé ðåàê-
öèè, à èìåííî âåëè÷èíå 1

2MR2 ≡ 1
2

∑ R2
ν

mν
.

8.. Óðàâíåíèÿ Àïïåëÿ è èõ îáùèé âèä.
Èìåÿ êîîðäèíàòû è ïñåâäîñêîðîñòè, ìîæíî âû÷èñëèòü G∗(ω̇, ω, q, t). Èç âûøåñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî

(131) ∂G∗

∂ω̇µ
= 0, µ = 1, ..., m .

Ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ Àïïåëÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â òåì ñàìûì ïðåäúÿâëåíà ñàìàÿ ôîðìà îáùàÿ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ è ïñåâäîñêîðîñòÿõ. Âèä
ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî óòî÷íèòü, çíàÿ, ÷òî ïðèíóæäåíèå � êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíîå âûðàæåíèå óñêîðå-
íèé:

G =
1
2

∑
Gλµ(ω, q, t)ω̇λω̇µ +

∑
Gλ(ω, q, t)ω̇µ + Go(ω, q, t)

Ñëåäîâàòåëüíî (131) äàåò ñëåäóþùåå:
∑

Gµν(ω, q, t)ω̇ν = −Gµ(ω, q, t)

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ âèäà (130). Âïîñëåäñòâèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò
ïîäâåðãíóòû áîëåå ïîäðîáíîìó ðàçáîðó.

9.. Óðàâíåíèå Àïïåëÿ äëÿ ìàÿòíèêà ïåðåìåííîé äëèíû.
Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, è çàïèøåì âûðàæåíèå äëèíû íèòè ïî êàæäîé èç îñåé: x = l(t) sin ϕ,

y = −l(t) cos ϕ. Çäåñü ϕ - ýòî ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà q. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ G :

G =
m

2
(r̈ − γ)2 =

m

2
(ẍ2 + (ÿ + γ)2)

Ó íàñ ϕ̇ = ω. Íàäî âñå âûðàçèòü ÷åðåç ϕ è ω. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è íàéäåì
â íåé ṙ, r̈ è g. Äàëåå âû÷èñëèì G∗ :

G∗ =
m

2
[(l̈ − lω2 − g cosϕ)2 + (lω̇ + 2l̇ω + g sin ϕ2]

Cëàãàåìûìè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ω̇, íå íóæíû: G∗ = m
2 (lω̇ + 2l̇ω + g sin ϕ)2. Òåïåðü

∂G

∂ω̇
= 0 ⇔ lω̇ + 2lω + g sin ϕ = 0.

Åñëè l(t) ≡ l, òî ïîëó÷àåì ϕ̈− g
l

sin ϕ = 0 � óðàâíåíèå îáû÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

10.. Âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ. Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà çàäàííûõ
ñèë. Ïðèíöèï Äàëàìáåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ñèñòåì ñ èäåàëüíû-
ìè ñâÿçÿìè.

Âèðòóàëüíûì ïåðåìåùåíèåì â çàäàííîì ñîñòîÿíèè (ẋ, x, t) ↔ (ω, q, t) íàçûâàåòñÿ âñÿêèé íàáîð ÷èñåë
σx = (σx1, . . . , σxk), êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàçíîñòüþ äâóõ ìûñëèìûõ óñêîðåíèé. Îíè óäîâëåòâîðÿþò
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ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ∑ ∂fa

∂xk
σxk = 0,

∑ ∂gb

∂ẋk
σxk = 0

Îáîçíà÷åíèå ïðèíàäëåæèò Í.Ã.×åòàåâó. Îáû÷íî ïèøóò δx, íî ýòî ïëîõî (ïî êðàéíåé ìåðå ïðè îáó÷åíèè),
òàê êàê ñèìâîë δ èìååò â òåîðèè ñëèêîì ìíîãî ðàçíûõ ñìûñëîâ. Ó íàñ δx = (δx1, . . . , δxk) ñ÷èòàåòñÿ
íàáîðîì ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë.

Ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå èñòèííîãî óñêîðåíèÿ â çàäàííîì ñîñòîÿíèè:

(Mẍ− F, σx) = 0.

[Ðàâíîñèëüíîñòü íàäî äîêàçûâàòü!] Â ïåðåìåííûõ äèíàìèêè ñèñòåìû òî÷åê ýòî âûãëÿäèò òàê:

(132) G =
1
2

∑
mν r̈2

ν −
∑

(F ν , r̈) + [...] ⇒
∑

(mν r̈ν − F ν , σrν) = 0,

ãäå äëÿ óðàâíåíèé ñâÿçè

fa(r1, . . . , rN , t) = 0, gb(ṙ1, . . . , ṙN , r1, . . . , rN , t) = 0

âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå ñèñòåìû (σr1, . . . , σrN ) çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∑ (
∂fa

∂rν
, σrν

)
= 0,

∑ (
∂gb

∂ṙν
, σrν

)
= 0

Ïðèíöèï Äàëàìáåðà-Ëàãðàíæà ãëàñèò, ÷òî ïðè çàäàííîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû òî÷åê óñêîðåíèÿ äîëæíû
áûòü òàêèìè, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (132) äëÿ ëþáîãî âèðòóàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè.

Ýëåìåíòàðíîé ðàáîòîé çàäàííûõ ñèë íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

δA =
∑

(F ν , δrν).

Íàïîìíèì, δrν ïðîèçâîëüíû. Ïîñêîëüêó òåïåðü

mν r̈ν = F ν(t, r1, . . . , rn, ṙ1, . . . , ṙn) + Rν ,

ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíî ∑
(Rν , σrν) = 0.

Ýòî ÷èòàåòñÿ òàê: ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ðåàêöèé ñâÿçåé íà ëþáîì âèðòóàëüíîì ïåðåìåùåíèè ðàâíà íóëþ.
Àêñèîìà èäåàëüíîñòè ñâÿçåé. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî èäåàëüíîñòü ñâÿçåé íåëüçÿ äîêàçàòü, òàê ýòî ïîñòóëàò,
ðàâíîñèëüíûé ïðèíöèïó Ãàóññà. Èäåàëüíîñòü ìîæíî òîëüêî ïðîêîììåíòèðîâàòü. Íàïðèìåð, åñëè òî÷êà
äâèæåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè, òî åå ðåàêöèÿ åé îðòîíîãàëüíà.

11.. Îáùèå òåîðåìû äèíàìèêè êàê ñëåäñòâèÿ ïðèíöèïà ä'Àëàìáåðà-
Ëàãðàíæà. Äåéñòâèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê m1, . . . , mN , r1, . . . , rN è ðàçëîæèì çàäàííûå ñèëû íà
âíåøíèå è âíóòðåííèå: F ν = F

(e)
ν + F

(i)
ν .

Òåîðåìà 1. Åñëè ñâÿçè äîïóñêàþò âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå ñèñòåìû êàê åäèíîãî öåëîãî âäîëü íåêî-
òîðîé íåïîäâèæíîé ïðÿìîé, òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïðîåêöèé èìïóëüñà ñèñòåìû íà ýòó ïðÿìóþ ðàâíà
ïðîåêöèè ãëàâíîãî âåêòîðà çàäàííûõ âíåøíèõ ñèë íà ýòó ïðÿìóþ. Òî æå ñàìîå, íî ñ ôîðìóëàìè: åñëè
ñðåäè âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé â êàæäîì ñîñòîÿíèè, óäîâëåòâîðÿþùåì ñâÿçÿì, ñóùåñòâóåò ïåðåìåùåíèå
âèäà

σrν = eδs ,
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ãäå e - íàïðàâëÿþùèé âåêòîð íåïîäâèæíîé ïðÿìîé, òî
d

dt
(p, e) = (F (e), e),

ãäå ñïðàâà ñòîèò ãëàâíûé âåêòîð âíåøíèõ ñèë: F (e) =
∑N

ν=1 F
(e)
ν .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áåðåì σrν = eδs è ïîäñòàâëÿåì â (132):
∑

mν (r̈ν , e) =
∑

(mν ṙν , e). = (P ,e).

∑
ν

(F ν , e) =
∑

ν

(
F (e)

ν + F (i)
ν ,e

)
= (e,

∑
F (e)

ν )

Ñëåäñòâèå: åñëè (F (e), e) ≡ 0, òî èìååò ìåñòî ïåðâûé èíòåãðàë (p, e) = const. Òåîðåìà 2. Åñëè ñâÿçè
äîïóñêàþò âèðòóàëüíûé ïîâîðîò ñèñòåìû êàê åäèíîãî öåëîãî âîêðóã íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåõç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïðîåêöèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû
íà ýòó ïðÿìóþ ðàâíà ïðîåêöèè ãëàâíîãî ìîìåíòà âíåøíèõ ñèë íà ýòó ïðÿìóþ. Òî æå ñàìîå, íî ñ ôîðìó-
ëàìè: åñëè ñðåäè âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé â êàæäîì ñîñòîÿíèè, óäîâëåòâîðÿþùåì ñâÿçÿì, ñóùåñòâóåò
ïåðåìåùåíèå âèäà

σrν = [e, rν ] δϕ ,

ãäå e - íàïðàâëÿþùèé íåïîäâèæíîé ïðÿìîé (ñðàâíèòå ñ ôîðìóëîé ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ïðè âðàùå-
íèè âîêðóã îñè), òî

d

dt
(ΛO,e) = (G(e)

O ,e),

ãäå ñïðàâà ó÷àñòâóåò ãëàâíûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë: G
(e)
O =

∑N
ν=1

[
rν × F (e)

ν

]
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áåðåì
σrν = [e, rν ] δϕ

è ïîäñòàâëÿåì â (132):
∑

ν

(mν r̈ν , [e, rν ]) = (e,
∑

ν

[rν ,mν r̈ν ]) = (e,
∑

ν

[rν ,mν ṙν ].) = (e, Λ̇O) = (e,ΛO).

∑
ν

(F ν , [e, rν ]) = (e,
∑

ν

[rν ,F ν ]) = (e,
∑

ν

[
rν , F (e)

ν

]
) = (e,Λ(e)

O ).

Ñëåäñòâèå: åñëè (G(e)
O , e) ≡ 0, òî èìååò ìåñòî ïåðâûé èíòåãðàë (Λ,e) = const. Äåéñòâèòåëüíûì ïåðå-

ìåùåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ íàáîð (ðàñïðåäåëåíèå) âåêòîðîâ (dr1, . . . , drN ), ãäå
drν = ṙνdt. Ôàêòè÷åñêè ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé.

Òåîðåìà 3. Åñëè ïðè äâèæåíèè ñî ñâÿçÿìè äåéñòâèòåëüíîå ïåðåìåùåíèå âñåãäà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, òî

dT =
N∑

ν=1

(
(F (e)

ν + F (i)
ν , drν

)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà σrν = drν ïîäñòàâëÿåì â (132):
∑

mν(r̈ν , drν) =
∑

mν(v̇ν , drν) =
∑

mν(dvν ,vν) = d(
1
2

∑
mνv2

ν) = dT .

Ñîëü ýòèõ òðåõ òåîðåì â òîì, ÷òî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íå âîçíèêàþò ðåàêöèè ñâÿçåé.
Âîïðîñ. Åñòü îäíà òî÷êà, êîòîðàÿ ïîëçåò ïî âîçäóøíîìó øàðèêó, êîãäà åãî íàäóâàþò

x2 + y2 + x2 = (t + 1)2 t ∈ [0, 1]

×òî òàêîå dr? ×òî òàêîå σr? Îòâåò: dr = (dx, dy, dz) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ïîëó÷àþùåìóñÿ ïðè âçÿ-
òèè ïîëíîé ïðîèçâîäíîé îò óðàâíåíèÿ ñâÿçè: xdx + ydy + zdz = (t + 1)dt â êàæäûé äàííûé ìîìåíò âðåìå-
íè; σr = (σx, σy, σz) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ xσx + yσy + zσz = 0. Ïîêà t 6= −1, ïîëó÷àåì äâå ïëîñêîñòè.
Ïðè t = −1 óðàâíåíèå ñâÿçè âûðîæäàåòñÿ, òî åñòü ìû ïîïàäàåì â óñëîâèÿ, íå ïðåäóñìîòðåííûå òåîðèåé.
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12.. Óðàâíåíèÿ ñ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà äëÿ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè.
Ýòî åùå îäíî ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå äâèæåíèé (èñòèííûõ óñêîðåíèé):





mν r̈ν = F ν +
A∑

a=1

λa
∂fa

∂rν
+

B∑

b=1

µb
∂gb

∂ṙν
,

fa(r1, . . . , rN , t) = 0, a = 1, . . . , A ,

gb(ṙ1, . . . , ṙN , r1, . . . , rN , t) = 0, b = 1, . . . , B ,

ãäå λa, µb � íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè, èõ ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó ñâÿçåé A + B.

Âûïèñàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ rν , λa, µb. ×àñòü óðàâíåíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíûå, ÷àñòü � ôóíêöèîíàëüíûå.

13.. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ñèñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâÿçÿìè
è ïðîèçâîëüíûìè ñèëàìè. Ïîíÿòèå îáîáùåííîé ñèëû.

Èñõîäèì èç äèíàìèêè òî÷êè â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü çàäàíû ãîëîíîìíûå ñâÿçè, ò.å.
f(x, t) = 0 ↔ x = x∗(q, t), ãäå q = {q1, . . . , qn} - ëàãðàíæåâû(îáîáùåííûå) êîîðäèíàòû. Â çàäàííîì ñîñòî-
ÿíèè ẋ, x, t, ñîãëàñîâàííîì ñî ñâÿçÿìè, èñòèííîå óñêîðåíèå òàêîâî, ÷òî

(133) (Mẍ−F , σx) = 0

äëÿ ëþáîãî âèðòóàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ σx, óäîâëåòâîðÿþùåãî îïðåäåëåíèþ
∑ ∂f

∂xl
σxl = 0. Ëåììà:

σx = δx∗(q, t) =
∑ ∂x∗

∂qi
δqi

ãäå δqi ïðîèçâîëüíû, âåêòîðà ∂x∗
∂qi

îáðàçóþò áàçèñ â ïëîñêîñòè âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé.

Òàê êàê x = x∗(q, t), òî ẋ = ∂x
∂t

+
∑ ∂x

∂qi
q̇i = ẋ∗(q̇, q, t), ïîñëå ïîäñòàíîâêè

(133) ⇔ (Mẍ−F ,
∂x∗

∂qi
) = 0, i = 1, . . . , n ⇔ M

(
dẋ∗

dt
,
∂x∗

∂qi

)
=

(
F ,

∂x∗

∂qi

)
⇔ (!)

Ëåììà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(q, t) èìååì ḟ =
∑ ∂f

∂qi
q̇i + ∂f

∂t
; ñëåäîâàòåëüíî,

∂ḟ

∂q̇i
=

∂f

∂qi
,

è âñïîìèíàÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì

(134) d

dt
M

(
ẋ∗,

∂ẋ∗

∂q̇i

)
−M

(
ẋ∗,

d

dt

∂x∗

∂qi

)
=

∑
Fl(ẋ∗(q̇, q, t), x∗(q, t), t) ∗ ∂x∗l

∂qi
= Qi(q̇, q, t)

ãäå Qi - îáîáùåííûå ñèëû.
Åùå ëåììà: îïåðàöèè d

dt
è ∂

∂qi
ïåðåñòàíîâî÷íû:

d

dt

∂f(q, t)
∂qi

=
∂

∂qi

df(q, t)
dt

Ââåäåì ôóíêöèþ T ∗ = M
2 (ẋ∗, ẋ∗) � êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, çàïèñàííóþ â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ è

ñêîðîñòÿõ. Òîãäà ∂T ∗
∂z

= M
(
ẋ∗, ∂ẋ∗

∂z

)
, ãäå äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç z ìû îáîçíà÷èëè ëèáî qi, ëèáî q̇i. Îòñþäà

è èç âûøåñêàçàííîãî

(135) (!) ⇐⇒ d

dt
M

(
ẋ∗,

∂ẋ∗

∂q̇i

)
−M

(
ẋ∗,

∂ẋ∗

∂qi

)
= Qi(q̇, q, t) ⇐⇒ d

dt

∂T ∗

∂q̇i
− ∂T ∗

∂qi
= Qi(q̇, q, t)
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Ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé Ëàãðàíæà â îáùåì âèäå, ÷òî ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ äâèæåíèé äëÿ ñè-
ñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâÿçÿìè (äëÿ ãîëîíîìíûõ ñèñòåì).

Åñëè óðàâíåíèÿ ñâÿçåé íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, è x = x∗(q), òî T ∗ áóäåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îáîáùåííûõ ñêîëðîñòåé q̇i.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèëû ïîòåíöèàëüíû, òî åñòü Qi ≡ −∂V (q, t)
∂qi

. Òîãäà óðàâíåíèÿ (135) ïðåâðàùàþòñÿ
â òàêèå:

(136) d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, L = T ∗ − V.

14.. Êîððåêòíîñòü (ðàâíîñèëüíîñòü ïðè çàìåíàõ ïåðåìåííûõ) ëàãðàíæåâîé
ôîðìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî çàäàíà ëàãðàíæåâà ñèñòåìà èëè ñèñòåìà óðàâíåíèé â ôîðìå Ëàãðàíæà, åñëè

1. ÿâíî âûïèñàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ
L(q̇1, ..., q̇n, q1, ..., qn, t)

íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà, èëè ëàãðàíæèàíîì;

2. íàáîð ôóíêöèé q1(t), ..., qn(t) íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì ñèñòåìû ⇐⇒

(137) d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
≡ 0 , i = 1, ..., n ;

Â ËÀÃÐÀÍÆÈÀÍÅ ÌÎÆÍÎ ÄÅËÀÒÜ ÍÅÂÛÐÎÆÄÅÍÍÓÞ ÇÀÌÅÍÓ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ. Ïóñòü
q = q(ξ, t), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî det

∥∥∥ ∂qi
∂ξk

∥∥∥ 6= 0. Èìååì

q̇i =
∑

k

∂qi

∂ξk
ξ̇k +

∂qi

∂t

Ïîäñòàâèì âñå ýòî â L : L∗(ξ̇, ξ, t) = L(q̇(ξ̇, ξ, t), q(ξ, t), t) è â íîâûõ ïåðåìåííûõ íàïèøåì óðàâíåíèÿ

(138) d

dt

∂L∗

∂ξ̇k

− ∂L∗

∂ξk
= 0

Óòâåðæäàåòñÿ: ðàâíîñèëüíû óðàâíåíèÿ (137) è (138)
Äåéñòâèòåëüíî,

∂L∗

∂ξ̇k

=
∑

i

∂L

∂q̇i

∂q̇i

∂ξ̇k

,
∂L∗

∂ξ̇k

=
∑

i

∂L

∂q̇i
qiξk

Â äàëüíåéøåì ïèñàòü çâåçäî÷êó ó ëàãðàíæèàíà â íîâûõ ïåðåìåííûõ íå áóäåì:

d

dt

∂L

∂ξ̇k

=
∑

i

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
∂qi

∂ξk
+

∑

i

∂L

∂q̇i

d

dt

∂qi

∂ξk

∂L

∂ξk
=

∑

i

∂L

∂qi

∂qi

∂ξk
+

∑

i

∂L

∂q̇i

∂q̇i

∂ξk
=

∑

i

∂L

∂qi

∂qi

∂ξk
+

∑

i

∂L

∂qi

(∑

l

∂2qi

∂ξk∂ξl
ξ̇l +

∂2qi

∂t∂ξk

)

Îñþäà
d

dt

∂L

∂ξ̇k

− ∂L

∂ξk
=

∑

i

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
∂qi

∂ξk
= 0

Äàëüíåéøåå ÿñíî.
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15.. Èñ÷èñëåíèå êîâåêòîðîâ. Îáùåå ïîíÿòèå âàðèàöèè ôóíêöèè, ïðàâèëî ïî-
ãëîùåíèÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé.

Íà÷àëüíîå îïðåäåëåíèå.
Êîâåêòîð � âñÿêàÿ ñóììà âèäà K =

∑
Kl(t, x, ẋ, . . . , x(p))δxl, ãäå δx = (δx1, . . . , δxk) � ïðîèçâîëüíûé

íàáîð ÷èñåë.
Íàïðèìåð, ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà çàäàííûõ ñèë δA =

∑
Fl(ẋ, x, t)δxl.

Èç ôóíêöèé ìîæíî äåëàòü êîâåêòîðû. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðàâèë Θ : F
Θ→ K.

Öåíòðàëüíîå îïðåäåëåíèå.
Âàðèàöèåé ôóíêöèè F (t, x, ẋ, ẍ, . . . , x(p)) íàçûâàåòñÿ êîâåêòîð δF =

∑ ∂F

∂x
(p)
l

δxl, åñëè íå âñå óïîìÿ-

íóòûå ïðîèçâîäíûå òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.. Â ÷àñòíîñòè,

δf(x, t) =
∑ ∂f

∂xl
δxl

δg(ẋ, x, t) =
∑ ∂g

∂ẋl
δxl

Îáðàòèòå âíèìàíèå, çäåñü óïîòðåáëåíà ïîëóæèðíàÿ δ. Ýòî îïÿòü-òàêè ðàäè èçáåæàíèÿ äâóñìûñëåííî-
ñòåé.

Òåïåðü ìîæíî äåëàòü äåëàòü ïîäñòàíîâêè â êîâåêòîðû. Íàïðèìåð,

(δA)∗ = (
∑

Flδxl)∗ =
∑

(Fl)∗δxl =
∑

Qiδqi

Çäåñü Qi � òå ñàìûå îáîáùåííûå ñèëû, êîòîðûå áûëè ââåäåíû ðàíüøå.
Ïðàâèëî ïîãëîùåíèÿ òî÷êè:

δḞ = δF

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ f(x, t) (â îáùåì âèäå - óïðàæíåíèå):

δf =
∑ ∂f

∂xl
δxl , ḟ =

∑ ∂f

∂xl
ẋl +

∂f

∂t
, δḟ =

∑ ∂ḟ

∂ẋl
δxl =

∑ ∂f

∂xl
δxl .

Òå æå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ôóíêöèÿì Φ(t, q, q̇, . . . ), òîãäà δx = δẋ = δẍ.
Ëåììà: Åñëè íàëîæåíû òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèå ñâÿçè, òî σx = δx.

16.. Âàðèàöèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà. Êîâàðèàíòíîñòü âàðèàöèè è âàðèàöèè
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà. Ïðèìåíåíèå êîâàðèàíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè F (ẋ, x, t) ââåäåì ïðîèçâîäíóþ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà:

[F ]l =
d

dt

∂F

∂ẋl
− ∂F

∂xl
.

Åñëè åñòü ôóíêöèÿ F (ẋ, x, t), òî åå âàðèàöèåé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â ïåðåìåííûõ (ẍ, ẋ, x, t) íàçûâàåòñÿ êî-
âåêòîð

δ[F ] =
∑

[F ]lδxl =
(

d

dt

∂F

∂ẋl
− ∂F

∂xl

)
δxl.

Òî÷íî òàêîå æå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü è â ïåðåìåííûõ (q̈, q̇, q, t). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîâåêòîð
K =

∑
Kl(t, x, ẋ, . . .)δxl Ïåðåéäåì ê îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì (x = x∗(q, t)) è ïðîèçâåäåì ïîäñòàíîâêó.
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Îïðåäåëåíèå êîâàðèàòíîñòè. Ïóñòü íåêîòîðûé îáúåêò (êîâåêòîð, ôóíêöèÿ, åùå ÷òî-íèáóäü) K ïî-
ðîæäåí ôóíêöèåé Ψ, òî åñòü K = O(Ψ). Äåéñòâèÿ O ìîãóò áûòü èñïîëíåíû â ëþáûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè
ïðèìåíåíèå O è ïîäñòàíîâêà êîììóòèðóþò,

(O(Ψ))∗ ≡ O (Ψ∗) ,

òî ñòàíåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ O êîâàðèàíòíà. Ýòî ñâîéñòâî ðåçêî ñîêðàùàåò ðàáîòó ïðè ïîäñòàíîâêàõ
â K, îñîáåííî åñëè ýòî êîâåêòîð, ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé.

Îïåðàöèÿ F 7→ Ḟ êîâàðèàíòíà.
Îïåðàöèè δ è δ[·] êîâàðèàíòíû.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ïåäàíòè÷íî ñîâåðøèòü ïîäñòàíîâêó, ñîáðàòü ïîäîáíûå ÷ëåíû è ó÷åñòü ðÿä

òîæäåñòâ,óæå îòìå÷åííûõ âûøå. Ñì. òàêæå äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè çàìåíû ïåðåìåííû â ëàãðàí-
æèàíå.

Äîêàçàííûå ñâîéñòâà î÷åíü ïîëåçíû â ëàãðàíæåâîì ôîðìàëèçìå.
Ïðèìåð: ñèëû íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè, åñëè δA ≡ −δV (x, t), òî åñòü Fl ≡ −∂V/∂xl.

Ýòo îïðåäåëåíèå êîâàðèàíòíî ïðè ïîäñòàíîâêàõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò, òàê ÷òî âìåñòî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû ïðè ïîäñòàíîâêå äîñòàòî÷íî ïðåîáðàçîâàòü ïîòåíöèàë V. Ïîëó÷èì Qi = −∂V

∂qi
.

17.. Ýíåðãèÿ óñêîðåíèé äëÿ òâåðäîãî òåëà.
Äëÿ àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà åñòü ôîðìóëà

T =
1
2
Mv2

S +
1
2
(Ap2 + Bq2 + Cr2),

â êîòîðîé M � ìàññà òåëà, vS - ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ òåëà, A, B,C - ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè, (p, q, r)
- êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè â ãëàâíûõ îñÿõ, òî åñòü

(139) ω = pe1 + qe2 + re3.

Çäåñü e1,e2,e3 - ãëàâíûé öåíòðàëüíûé ðåïåð, æåñòêî ñâÿçàííûé ñ òåëîì.
Íå÷òî ïîõîæåå ìîæíî íàïèñàòü ýíåðãèè óñêîðåíèé. Äëÿ íà÷àëà èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Êåíèãà äëÿ ýòîé

ôóíêöèè, à çàòåì îò÷åòëèâî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèôèêà ðàñïðåäåëåíèÿ óñêîðåíèé â òâåðäîì òåëå. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî óãëîâîå óñêîðåíèå

ε = ṗe1 + q̇e2 + ṙe3 ,

òî åñòü ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè óãëîâîé ñêîðîñòè áàçèñíûå âåêòîðû ìîæíî íå äèôôåðåíöèðîâàòü. Èòî-
ãîâûé ðåçóëüòàò:

S =
1
2
(Aṗ2 + Bq̇2 + Cṙ2) + (C −B)ṗqr + (A− C)q̇rp + (B −A)ṙpq + [...].

18.. Âûâîä óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ âðàùåíèÿ ïî èíåðöèè èç óðàâ-
íåíèé Àïïåëÿ.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïðåäûäóùåå ïî ṗ, q̇, ṙ è ïðèðàâíÿòü íóëþ.

19.. Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû çàäàííûõ ñèë äëÿ òâåðäîãî
òåëà.

Èìååì δA =
∑

(F ν , δrν) =
∑Flδxl .
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Ââåäåì ÇÀÌÅÍÈÒÅËÜ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

SF =
∑

Flẍl =
∑

(F ν , r̈ν)

Òîãäà
δA = δSF ,

íî âû÷èñëÿòü çàìåíèòåëü ãîðàçäî óäîáíåå.
Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî dT

dt
= (Φ,vA) + (GA, ω) . Äîêàæåì, ÷òî

δA = (Φ, δvA) + (GA, δω) .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî îïåðàöèÿ δ ïðèìåíÿåòñÿ ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íî, èáî

vA = ṙA = vA =
d

dt
rA =

∑ ∂rA

∂qi
q̇i +

∂rA

∂t
, ω =

∑
ωi(q, t)q̇i + ω0(q, t).

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ðèâàëüñà. Ïîëó÷èì

SF =
∑

(F ν , r̈ν) =
∑(

F ν ,aA +
[
ε×−−−→Amν

])
+

[
ω ×

[
ω ×−−−→Amν

]]
) =

=
∑

(F ν , aA) +
∑

(F ν ,
[
ε×−−−→Amν

]
) = (

∑
F ν , aA) +

(
ε,

∑[−−−→
Amν × F ν

])

Îòñþäà SF = (Φ,aA) + (GA, ε) , òàê ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà

δA = δSF = (Φ, δaA) + (GA, δε) = (Φ, δr̈A) + (GA, δω̇) = (Φ, δṙA) + (GA, δω) .

Èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî ïîãëîùåíèÿ òî÷êè. Ïîä çàíàâåñ ìîæíî äàæå çàìåíèòü δṙA íà δrA.

20.. ßâíûé âèä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà äëÿ íàòóðàëüíîé ñèñòåìû ñ
îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Ïóñòü äàí òàê íàçûâàåìûé íàòóðàëüíûé ëàãðàíæèàí

(140) L(q̇, q) =
1
2
a(q)q̇2 − V (q) ;

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà èìååò âèä

(141) a(q)q̈ +
1
2
a′(q)q̇2 + V ′(q) ≡ 0

ÝÒÎÒ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ ÍÀÄÎ ÇÀÏÎÌÍÈÒÜ.
Åñëè íåêîòîðîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

H =
1
2
a(q)q̇2 + V (q) ,

òî ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü óðàâíåíèå Ëàãðàíæà, âçÿâ d/dt. Â ñëó÷àå ÎÄÍÎÉ ñòåïåíè ñâîáîäû çíàíèå
èíòåãðàëà ýíåðãèè ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ Ëàãðàíæà.

21.. ßâíûé âèä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà äëÿ íàòóðàëüíîé (îáðàòèìîé)
ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Íàòóðàëüíûé ëàãðàíæèàí èìååò âèä

L =
1
2

∑

i,j

aij(q)q̇iq̇j − V (q) =
1
2

(
q̇ ·Aq̇

)
− V.
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Çäåñü A(q) = ‖aij(q)‖ � íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, è èìååòñÿ â âèäó ôîðìàëüíîå ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå: α · β =

∑
αiβi.

Ðåàëüíî ôîðìà (Aq̇, q̇) âñåãäà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, îòêóäà íå òîëüêî det A 6= 0 , ∃A−1 , íî è,
íàïðèìåð, aii > 0.

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà òàêîâû:
∑

j

aij(q)q̈i +
1
2

∑

j,k

(
−∂ajk(q)

∂qi
+

∂aki(q)
∂qj

+
∂aij(q)

∂qk

)
q̇j q̇k +

∂V

∂qi
= 0

Òî æå ñàìîå â âåêòîðíîé çàïèñè

(142) d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= Aq̈ + Γ(q, q̇) +

∂V

∂q
= 0

Óìíîæèì (142) íà A−1 = ‖aij‖ :

q̈ +
∑

i,j

Γk
ij q̇iq̇j = −

∑

i

aki ∂V

∂qi
.

Äëÿ òåõ, êòî ïîéìåò: Γk
ij � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äëÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds2 =

∑
i,j aij(q) dqi dqj . Çäåñü

íàïèñàíî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Íüþòîíà äëÿ äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíîé ñèëû.

22.. Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ
ïî âðåìåíè îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Íåâûðîæäåííûå ëàãðàíæèàíû.

Âûïèøèòå èõ ïîäðîáíî è ïîéìèòå, ÷òî íàäî ïîòðåáîâàòü

(143) det
∥∥∥∥

∂2L

∂q̇i∂q̇i

∥∥∥∥ 6= 0 .

23.. Ëàãðàíæåâà ôîðìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé òî÷êè. Óðàâíå-
íèÿ Ëàãðàíæà â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè: ñèëû èíåðöèè è ïîðîæäàþ-
ùèé èõ ëàãðàíæèàí.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíîé ñèëû ïîðîæäàþòñÿ ñëåäóþùèì ëàãðàíæè-
àíîì:

(144) L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− V (x, y, z, t), ⇒

(145) mẍ = −∂V

∂x
, mÿ = −∂V

∂y
, mz̈ = −∂V

∂z

Âûáåðåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ξηζ. Âîçüìåì ñàìûé ïðîñòîé âàðèàíò x = ξ cos ωt− η sin ωt,

y = ξ sinωt + η cos ωt, z = ζ. Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé îò
íîâûõ ïåðåìåííûõ V = V (ξ, η, ζ, t). Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T =
mv2

2
=

m

2
(v2

àáñ) =
m

2
(vîòí + vïåð)2 =

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé

(146) L =
m

2
(ξ2 + η2 + ζ2) + m(ξη̇ − ηξ̇) +

m

2
(ξ2 + η2)ω2 − V (ξ, η, ζ, t)

Òåïåðü íàäî âûïèñàòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà è óáåäèòüñÿ, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ïîðîæäàåò ñèëó èíåð-
öèè Êîðèîëèñà, òðåòüå � ïåðåíîñíóþ ñèëó èíåðöèè (ðàçóìååòñÿ, ñ îáðàòíûì çíàêîì, òàê êàê âñå ÷ëåíû
óðàâíåíèé ñòîÿò ñëåâà, à ñïðàâà � òîëüêî íóëü.)
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(#) Ëàãðàíæèàí ïîñëå ïåðåõîäà â ïðîèçâîëüíóþ ïîäâèæíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò.

Ýòî � îòâåò íà óïðàæíåíèå, äàííîå íà ëåêöèè: ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå Oxyz è ïåðåïèøåì åãî â ïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà Aξηζ:

L =
m

2

(
dr

dt

)2

=
1
2

m

(
vA + [ω × ρ] +

δρ

δt

)2

=(147)

=
m

2

(
δρ

δt

)2

+
m

2
(vA + [ω × ρ])2 + m

(
vA + [ω × ρ],

δρ

δt

)
.(148)

Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûå, âçÿòûå ñ îáðàòíûì çíàêîì, ïîðîæäàþò ñèëû èíåðöèè.

24.. Îáîáùåííûé èíòåãðàë ýíåðãèè (èíòåãðàë ßêîáè-Ïåíëåâå).
Ïóñòü çàäàíû óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 , i = 1, ..., n ,

à ëàãðàíæèàí L äåëå ÿâíî îò âðåìåíè íå çàâèñèò, ò. å. dL/dt = 0 èëè L = L(q̇, q). Òîãäà èìååò ìåñòî
ïåðâûé èíòåãðàë (èíòåãðàë ¾ýíåðãèè¿, èíòåãðàë ßêîáè, èíòåãðàë ßêîáè�Ïåíëåâå)

(149) H(q̇, q) =
∑

q̇i
∂L

∂q̇i
− L .

Äåéñòâèòåëüíî,

dH

dt
=

∑

i

(
q̇i

d

dt

∂L

∂q̇i

)
+

∑

i

(
q̈i

∂L

∂q̇i

)
−

∑

i

(
q̇i

∂L

∂qi

)
−

−
∑

i

(
q̈i

∂L

∂q̇i

)
=

∑

i

q̇i

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
= 0.

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëüíûìè ñèëàìè L = T − V = T2 + T1 + T0 − V = L2 + L1 + L0,

ãäå T2 � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q̇, T1 � ëèíåéíàÿ ôîðìà, T0 îò ñêîðîñòåé íå çàâèñèò. [Ëèíåéíûå ÷ëåíû â
ëàãðàíæèàíå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ è ïðè íàëè÷èè îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà.] Ïóñòü òàêîé ëàãðàíæèàí ÿâíî
íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Çàïèøåì èíòåãðàë ßêîáè:

H =
∑

i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L =

∑

i

q̇i
∂T2

∂q̇i
+

∑

i

q̇i
∂T1

∂q̇i
− T2 − T1 − T0 + V = 2T2 + T1 − T2 − T1 − T0 + V = L2 − L0

Âèäèì: èíòåãðàë ßêîáè îò ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ íå çàâèñèò, âìåñòå ñ òåì ïîëíàÿ ýíåðãèÿ T+V = T2+T1+T0+V

íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ßêîáè.

25.. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â ñëó÷àå îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíûõ ñèë,
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà.

Îïðåäåëåíèå: çàäàííûå ñèëû F íàçûâàþòñÿ îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíûìè, åñëè δA ≡ δ[W (ẋ, x, t)] (ãäå
W - îáîáùåííûé ïîòåíöèàë) èëè Fl ≡ d

dt
∂W
∂ẋl

− ∂W
∂xl

. Ýòî îïðåäåëåíèå êîâàðèàíòíî ïðè ïîäñòàíîâêàõ, òàê
÷òî âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû ïðè ïîäñòàíîâêå äîñòàòî÷íî ïðåîáðàçîâàòü îáîáùåííûé
ïîòåíöèàë.
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Åñëè ñâÿçåé íåò, òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Mẍ = d
dt

∂T
∂ẋ

− ∂T
∂x

= F , ãäå T = M
2 ẋ2.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Fl � îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíàÿ ñèëà, òî d
dt

∂T
∂ẋ

− ∂T
∂x

= d
dt

∂W
∂ẋ

− ∂W
∂x

. Îáîçíà÷èâ
L = T −W, ïîëó÷èì:

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0

Ôóíêöèÿ L íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì.
Â ñèëó êîâàðèàíòíîñòè ïî ââåäåíèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñíîâà áóäåì èìåòü óðàâíåíèÿ â ëàãðàíæå-

âîé ôîðìå.

26.. Îáîáùåííûé ïîòåíöèàë: îí ëèíååí ïî ñêîðîñòÿì.

Fl =
d

dt

∂W

∂ẋl
− ∂W

∂xl
=

∑

k

∂2W

∂ẋl∂ẋk
ẍk +

∑

k

∂2W

∂ẋl∂xk
ẋk +

∂2W

∂ẋl∂t
− ∂W

∂xl

Îáîçíà÷èì Wk ≡ ∂W
∂ẋk

. Îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü ∂2W
∂ẋl∂ẋk

≡ 0, òàê êàê îáîáùåííûå ñèëû íå äîëæíû
çàâèñåòü îò óñêîðåíèé, à ýòî çíà÷èò, ÷òî W - ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ:

(150) W =
∑

Wk(x, t)ẋk + V (x, t)

27.. Ñòðóêòóðà îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíûõ ñèë. Êàëèáðîâêà ëàãðàíæèàíà.
Äëÿ îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíûõ ñèë

Fl =
∑ ∂Wl

∂xk
ẋk +

∂Wl

∂t
−

∑ ∂Wk

∂xl
ẋk − ∂V

∂xl
=

∑
(
∂Wl

∂xk
− ∂Wk

∂xl
)ẋk +

∂Wl

∂t
− ∂V

∂xl

Ê L âñåãäà ìîæíî ïðèáàâèòü ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè íåêîòîðîé ôóíê-
öèè ïîëîæåíèÿ è âðåìåíè:

ḟ =
d

dt
f(q, t)

Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâêîé. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà îò ýòîãî íå èçìåíÿþòñÿ.

28.. Öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðâûå èíòå-
ãðàëû.

Åñëè
∂L

∂qk
≡ 0,

òîãäà ïåðåìåííàÿ qk íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, èëè èãíîðèðóåìîé, â ñèñòåìå ïåðåìåííûõ q1, . . . , qk è èç
óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

(151) d

dt

∂L

∂q̇k
= 0 ⇒ ∂L

∂q̇k
= c � öèêëè÷åñêèé èíòåãàë

Â ñëó÷àå íàòóðàëüíîãî ëàãðàíæèàíà öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë ëèíååí ïî ñêîðîñòÿì.

29.. Èíòåãðàëû èìïóëüñà è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, êàê ïðèìåðû
öèêëè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ.

Íàïðèìåð, òî÷êà â ïîëå òÿæåñòè è âîë÷îê Ëàãðàíæà.
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30.. Èçìåíåíèå ôóíêöèè ßêîáè-Ïåíëåâå.
Åñëè ðàññìîòðåòü îáùèå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, à èìåííî

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= Qi,

òî äèôôåðåíöèðîâàíèåì (149) ïîëó÷èì îáîáùåíèå òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

(152) dH

dt
=

∑
Qiq̇i.

31.. Ãèðîñêîïè÷åñêèå è äèññèïàòèâíûå ñèëû. Äèññèïàòèâíàÿ
ôóíêöèÿ Ðýëåÿ.

Ïóñòü îáîáùåííûå ñèëû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè è ëèíåéíû ïî ñêîðîñòÿì:

Qi =
∑

Kij(q)q̇j .

Ìàòðèöà K = G−D, ãäå G = −GT � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, D = DT � ñèììåòðè÷åñêàÿ. Òîãäà Qi ðàç-
áèâàþòñÿ íà äâà ñëàãàåìûõ: ñîîòâåòñòâåííî ãèðîñêîïè÷åñêèå Qã

i è äèññèïàòèâíûå Qä
i ñèëû.

Òîãäà ∑
Qiq̇i =

∑
Qä

i q̇i = −
∑∑

ij(q)q̇iq̇j

Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû íå âëèÿþò íà èçìåíåíèå H.

Îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíûå ñèëû
∑

(∂Wl
∂xk

− ∂Wk
∂xl

)ẋk ÿâëÿþòñÿ ãèðîñêîïè÷åñêèìè; îáðàòíîå íåâåðíî.
Ïóñòü ìàòðèöà D ïîëîæèòåëüíà îïðåäåëåíà. Òîãäà ïðè äâèæåíèè ýíåðãèÿ H, âîîáùå ãîâîðÿ, óáûâàåò,

ðàññåèâàåòñÿ. Ýòî ÿâëåíèå è íàçûâàåòñÿ äèññèïàöèåé ýíåðãèè.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, òåðìèí ¾äèññèïàòèâíûå¿ ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü, êîãäà äèèñïàöèÿ äåéñòâèòåëüíî èìååò

ìåñòî. Ïðåäïî÷òèòåëüíåå áûëî áû ãîâîðèòü ðýëååâû ñèëû, òàê êàê

Qä
i = −∂R

∂q̇i
⇐⇒ δAä = −δR,

ãäå R = 1
2

∑
ij(q)q̇iq̇j � òàê íàçûâàåìàÿ (äèññèïàòèâíàÿ) ôóíêöèÿ Ðýëåÿ.

Ýòî îïðåäåëåíèå êîâàðèàíòíî ïðè ïîäñòàíîâêàõ, òàê ÷òî âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû
ïðè ïîäñòàíîâêå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò` äîñòàòî÷íî ïðåîáðàçîâàòü äèññèïàòèâíóþ ôóíêöèþ Ðýëåÿ.

32.. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è îáîáùåííûé ïîòåíöèàë äëÿ ñèëû Ëîðåíöà.
Çàðÿä q ïîìåùåí â ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå; îíî õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè: íàïðÿ-

æåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(r, t) è èíäóêöèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ B(r, t). Ñèëà Ëîðåíöà èìååò âèä
(v � ñêîðîñòü çàðÿäà, c � âåëè÷èíà ñêîðîñòè ñâåòà)

F = q

(
E +

1
c

[v ×B]
)

.

Ïðè íàïèñàíèè ñèëû Ëîðåíöà ïðåíåáðåãàþò ñîáñòâåííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà,
êîòîðîå, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñëåäîâàëî áû ïðèáàâëÿòü ê çàäàííîìó.

Ïîëÿ E è B íå ïðîèçâîëüíû. Çàêîíîì èõ èçìåíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ ÓÐÀÂ-
ÍÅÍÈß ÌÀÊÑÂÅËËÀ.

Ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé èìååò âèä
{

div E = 4πρ(r, t)
rotB − 1

c
∂E
∂t

= 4π
c j̇(r, t)
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Ñïðàâà ñòîÿò ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ρ è ýëåêòðè÷åñêèé òîê j.

Ïîñêîëüêó â ïðèðîäå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ íåò, âòîðàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé
{

div B = 0
rot E + 1

c
∂B
∂t

= 0

Òåïåðü
div B = 0 ⇔ B = rot A ⇒ rot(E +

1
c

∂A

∂t
) = 0 ⇒ E +

1
c

∂A

∂t
= − grad ϕ(r, t).

F = q(− grad ϕ− 1
c

∂A

∂t
+

1
c

[v × rot A])

Ñèëà Ëîðåíöà îáîáùåííî ïîòåíöèàëüíà:

W = q

[
ϕ− 1

c
(A,v)

]
= q

[
ϕ(x, y, z, t)− 1

c
(Axẋ + Ay ẏ + Az ż)

]

33.. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â íåçàâèñèìûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíà-
òàõ. Ñëó÷àé ïîòåíöèàëüíûõ ñèë.

Ïóñòü q - îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, q̇ - îáîáùåííûå ñêîðîñòè, T = 1
2 (A(q)q̇, q̇) - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ,

Q = Q(q, q̇) - îáîáùåííûå ñèëû.
Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà:

(153) d

dt

∂T

∂q̇
=

∂T

∂q
+ Q

Åñëè îáîáùåííûå ñèëû - ïîçèöèîííû è ïîòåíöèàëüíû, òî Q = Q(q) = −∂V
∂q

= ∂U
∂q

, ãäå V = V (q) � ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, U = −V � ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà óðàâíåíèå (153) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

(154) d

dt

∂T

∂q̇
=

∂T

∂q
− ∂V

∂q

Óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ áóäåò äîñòèãàòüñÿ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ: q(t) ≡ q0, q̇(t) ≡ 0, òàêîâû:

(155) Q(q0, 0) = 0

èëè, â ÷àñòíîñòè,

(156) ∂V

∂q
= 0

Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþò êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

34.. Ïåðåõîä ê êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñàì (ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàí-
äðà è åãî îáðàòèìîñòü).

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dqi

dt
= vi ,

d

dt

∂L

∂vi
− ∂L

∂qi
= Qi(v, q, t) ,

ãäå q, v −−ôàçîâûå ïåðåìåííûå.
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Íî åñòü ôàçîâûå ïåðåìåííûå ïîëó÷øå:

pi =
∂L

∂vi
(v, q, t).

Ýòî êàíîíè÷åñêèå èìïóëüñû. Âñå âìåñòå ïåðåìåííûå p1, . . . , pn, q1, . . . , qn � (êàíîíè÷åñêèå ôàçîâûå ïåðå-
ìåííûå).

Âûðàçèì v èç pi = ∂L
∂vi

(v, q, t) (ýòî âîçìîæíî â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè): vi = vi(p, q, t). Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà

H =
(∑

q̇i
∂L

∂q̇i
− L

) ∣∣
q̇i=vi(p,q,t)

=
(∑

piq̇i − L
) ∣∣

q̇=v(p,q,t)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ H ïî pi ïîëó÷èì

∂H

∂pi
= vi +

∑
pk

∂vk

∂pi
−

∑ ∂L

∂vk

∂vk

∂pi
= vi,

ò.ê. pk = ∂L
∂vk

, ñóììû âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.

∂H

∂qi
=

∑
pk

∂vk

∂qi
− ∂L

∂qi
−

∑ ∂L

∂vk

∂vk

∂qi
= − ∂L

∂qi

ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå.
Ïðåäëîæåííûé âûøå ïåðåõîä îò q̇ ê p íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî òî÷íî òàêîé æå ñõåìå:

q̇ = ∂H/∂p, L = (p, q̇)−H.

35.. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñ
ïðîèçâîëüíûìè ñèëàìè.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü óäîáíî çàïèñàíû â âèäå ñèñòåìû èç
2n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:





dpi
dt

= −∂H
∂qi

+ Qi

dqi
dt

= ∂H
∂pi

36.. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà
ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë íåò:





dpi
dt

= −∂H
∂qi

dqi
dt

= ∂H
∂pi

37.. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà íàòóðàëüíîé ñèñòåìû.
Åñëè L = 1

2 (A(q)q̇, q̇)− V (q), òî p = Aq̇ è (çàïîìíèòü!)

H =
1
2
(p,A−1p) + V (q)
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38.. Ïðîñòåéøèå ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ïîíè-
æåíèå ïîðÿäêà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ öèêëè÷å-
ñêèõ èíòåãðàëîâ.

Åñëè ∂H
∂t

≡ 0, òî H = h = const(èíòåãðàë ýíåðãèè).
Ïåðåìåííàÿ qn íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé (â ñèñòåìå âñåõ äàííû êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ), åñëè

∂H
∂qn

= 0. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ íåå è ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé pn çàïèøóòñÿ â âèäå

(157)





ṗn = −∂H
∂qn

= 0

q̇n = ∂H
∂pn

Âûâîä 1: pn = c = const � öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë. Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé
çàôèêñèðóåì ïîñòîÿííóþ c.

Âûâîä 2: îáîçíà÷èâ Hc = H(p1, . . . , pn−1, c, q1, . . . , qn−1), ïîëó÷èì ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
ìåíüøåãî ïîðÿäêà: 




ṗλ = −∂Hc
∂qλ

= 0

q̇λ = ∂Hc
∂pλ

λ = 1, . . . , n− 1

Âûâîä 3: ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, ïîòîì ìîæíî áóäåò íàéòè qn(t).

39.. Îòäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ãàìèëüòîíèàíå. Ïîëíîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-
íûõ.

Äîïóñòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàíó ìîæíî ïðèäàòü âèä

H(p1, . . . , pm, pm+1, . . . , pn; q1, . . . , qm, qm+1, . . . , qn, t) =
Φ(t, p1, . . . , pm, q1, . . . , qm, f(pm+1, . . . , pn, qm+1, . . . , qn)),

òî åñòü ïåðåìåííûå f(pm+1, . . . , pn, qm+1, . . . , qn) îòäåëÿþòñÿ.
Óòâåðæäåíèå 1: f(pm+1, . . . , pn, qm+1, . . . , qn) = c � ïåðâûé èíòåãðàë.
Óòâåðæäåíèå 2: çàôèêñèðîâàâ c, äëÿ îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ ìîæíî íàïèñàòü óðàâíåèÿ Ãàìèëüòîíà

íèçøåãî ïîðÿäêà.
Äîïóñòèì,÷òî ãàìèëüòîíèàí H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû n ñëàãàåìûõ

H = H1(p1, q1) + H2(p2, q2) + . . . + Hn(pn, qn)

Çàïèøåì äëÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà





dpi

dt = −∂H
∂qi

dqi

dt = ∂H
∂pi

i = 1, . . . , n

⇔





dpi

dt = −∂(H1 + . . . + Hn)
∂qi

dqi

dt = ∂(H1 + . . . + Hn)
∂pi

i = 1, . . . , n

⇔




dpi

dt = −∂Hi
∂qi

dqi

dt = ∂Hi
∂pi

Êà;äóþ i− óþ ñèñòåìó ìîæíî èíòåãðèðîâàòü îòäåëüíî: Hi(pi, qi) = hi, i = 1, . . . , n
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(#) Ïðàâèëüíîå óìíîæåíèå ãàìèëüòîíèàíà íà ÷èñëî (ïðåîáðàçîâàíèå ïîäî-
áèÿ)

Åñëè ëàãðàíæèàí L(q̇, q, t) óìíîæèòü íà C 6= 0, òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà íå èçìåíÿòñÿ. Äëÿ óðàâíåíèé
Ãàìèëüòîíà îò òîãî æå ñàìîãî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ èçìåíÿåòñÿ. Îäíàêî âåðíî

Óòâåðæäåíèå. Åñëè p(t), q(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé ãàìèëüòîíèàíîì H(p, q, t), òî P (t) =
p(t)
C , Q(t) = q(t) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé 1

C H(CP, Q, t)

40.. Ìåòîä Ðàóñà èãíîðèðîâàíèÿ öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ïðèâå-
äåííàÿ ñèñòåìà (óðàâíåíèÿ Ðàóñà).

Ðàññìîòðèì qi, i = 1, . . . , n. Ñäåëàåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: q1, . . . , qm îáîçíà÷èì ÷åðåç xλ, à
qm+1, . . . , qn - ÷åðåç ξs.

Ïðåäïîëîæåíèå 1: L = L(ẋ, ξ̇, x, t) òî åñòü âñå ïåðåìåííûå ξÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè. Óðàâíåíèÿ Ëà-
ãðàíæà ïðèìóò âèä:

d

dt

∂L

∂η̇λ
− ∂L

∂ηλ
= Qλ,

d

dt

∂L

∂ξ̇s

− ∂L

∂ξs
= Qs

Ïðåäïîëîæåíèå 2: Qs ≡ 0 . Òîãäà íàëèöî öèêëè÷åñêèå èíòåãðàëû ∂L
∂ξ̇s

= ñs. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî çäåñü
íàïèñàíî íå ÷òî èíîå, êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà, çàòðàãèâàþùåå ëèøü ÷àñòü ñêîðîñòåé. Èñïîëüçóåì
ýòî è ââåäåì ôóíêöèþ Ðàóñà:

Rc(ẋ, x, t) = (L−
∑

csξ̇s)
∣∣

ξ̇=u(c,x,ẋ,t)

Àíàëîãè÷íî ïåðåõîäó ê êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñàì (òîëüêî íåêîòîðûå çíàêè äðóãèå)

ξ̇s = −∂Rc

∂cs
,

∂Rc

∂ηλ
=

∂L

∂ηλ
,

∂Rc

∂η̇λ
=

∂L

∂η̇λ

Ïðåäïîëîæåíèå 3: Qλ íå çàâèñÿò îò ξ. Îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïðåîáðàçóþòñÿ ê
d

dt

∂Rc

∂η̇λ
− ∂Rc

∂ηλ
= Qλ(c, ẋ, x, t)

Ýòî è åñòü ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà ïî Ðàóñó. Åñëè Q ≡ 0, òî òðåáóåòñÿ òîëüêî íàëè÷èå öèêëè÷åñêèõ êîîð-
äèíàò.

41.. Ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà è åå ôàçîâûé ïîðòðåò â ñëó÷àå òîëüêî
îäíîé íåöèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòû. Èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëîâ
â ñëó÷àå, êîãäà èõ ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû (èíòå-
ãðèðîâàíèå "â êâàäðàòóðàõ").

Îáùàÿ èäåÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè íóæíîå ÷èñëî ïåðâûõ èíòåãðà-
ëîâ: äëÿ n óðàâíåíèé íàäî n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ïóñòü èìååòñÿ íàòóðàëüíûé ëàãðàíæèàí

(158) L =
1
2

∑

i,j

aij(q)q̇iq̇j − V (q),

ïðè÷åì ∂L
∂q2

= 0, . . . , ∂L
∂qn

= 0. Òîãäà åñòü n− 1 öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë è èíòåãðàë ýíåðãèè, òî åñòü n

ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå q1 = θ, q2 = ξ1, . . . , qn = ξn−1. Ëàãðàíæèàí ïðèìåò âèä:

(159) L =
1
2
a(θ)θ̇2 +

n−1∑

i=1

γi(θ)ξ̇iθ̇ +
1
2

n−1∑

i,j=1

Dij(θ)ξ̇iξ̇j − V (θ), A = ‖aij‖ =
(

a γ∗

γ D

)
,
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ïðè÷åì ìàòðèöà D èìååò íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü.
Çàïèøåì èíòåãðàë ßêîáè; òàê êàê â íàòóðàëüíîì ëàãðàíæèàíå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëåíà

êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò q̇, òî ýòîò èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ýíåðãèåé:

(160) H = T + V =
1
2
a(θ)θ̇2 + (γ, ξ̇)θ̇ +

1
2
(Dξ̇, ξ̇) + V

Âûïèøåì öèêëè÷åñêèå èíòåãðàëû: ∂L
∂ξ̇k

= ñk ìàòðè÷íîì âèäå

(161) Dξ̇ + γθ̇ = c. ⇐⇒ ξ̇ = D−1(C − θ̇γ)

Ïîäñòàâèì ξ̇ èç (161) â (160) è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû:

(162) H =
1
2
(a(θ)− (γ(θ), D−1(θ)γ(θ)))θ̇2 +

1
2
(C(θ), D−1(θ)C(θ)) + V (θ) =

1
2
ã(θ)θ̇2 + Vc(θ) = h,

ãäå Vc(θ) � ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë.
Îòñþäà îáû÷íûì èíòåãðèðîâàíèåì ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû íàõîäèì θ(t), à çàòåì äîïîë-

íè÷åëüíûì èíòåãðèðîâíèåì ξ(t).
×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå, íàì íàäî áûëî ïðîäåëûâàòü àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ, âû÷èñëÿòü îïðåäå-

ëåííûå èíòåãðàëû è áðàòü îáðàòíûå ôóíêöèè. Ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðàöèé è ñîñòàâëÿåò ÈÍÒÅ-
ÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ Â ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÀÕ.

(#) Êàê ëèíåéíûå ïî ñêîðîñòÿì ÷ëåíû ëàãðàíæèàíà ñêàçûâàþòñÿ íà ãàìèëü-
òîíèàíå è ôóíêöèè Ðàóñà?

Ïóñòü L = L2 + L1 + L0 = 1
2 (A(q)q̇, q̇) + (a(q), q̇)− V (q). Òîãäà p = Aq̇ + a è

H =
1
2
(Aq̇, q̇) + V =

1
2
(A−1(p− a), p− a) + V

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè Ðàóñà ìîæíî çàïèñàòü:

L = Λ(ξ̇, ṙ, r, t) =
1
2
(Nξ̇, ξ̇) + (n, ξ̇) + ν

Çäåñü n è ν çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ r, ṙ, íî ñåé÷àñ îíè � êàê ïàðàìåòðû. Â èòîãå

Rc = ν − 1
2

(
N−1(c− n), c− n

)
.

42.. Ñêîáêà Ïóàññîíà äâóõ ôóíêöèé è åå ñâîéñòâà. Ïðàâèëî ñëîæ-
íîé ïðîèçâîäíîé. Òåîðåìà ßêîáè-Ïóàññîíà î ïåðâûõ èíòåãðà-
ëàõ.

Ïóñòü åñòü äâå ôóíêöèè F (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn, . . . ) è G(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn, . . . ). Èõ ñêîáêîé Ïóàñ-
ñîíà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå (ôóíêöèÿ)

{F, G} =
n∑

j=1

(−∂F

∂pi

∂G

∂qi
+

∂F

∂qi

∂G

∂pi
) =

n∑

j=1

{F,G}i,

ãäå pi, qi � ïàðà ñîïðÿæåííûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

58



ß.Â.Òàòàðèíîâ 03.02.08: êóðñ äëÿ îòäåëåíèÿ ìåõàíèêè, 2008 ãîä 59

Ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóêíöèè F (p, q, t) â ñèëó óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, ïîðîæäåííûõ ôóíêöèåé
H(p, q, t), ðàâíà

dF

dt
=

∂F

∂t
+ {F, H}

óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ṗi = {pi,H}, q̇i = {qi,H}.

Ñâîéñòâà ñêîáîê Ïóàññîíà:
A1) {F, G} = −{G, F} - êîñîñèììåòðè÷íîñòü;
A2) {αF1 + βF2, G} = α{F1, G}+ β{F2, G} - ëèíåéíîñòü;
A3) {F, {G,H}}+ {G, {H, F}}+ {H, {F, G}} ≡ 0 - òîæäåñòâî Ïóàññîíà-ßêîáè;
A4) Åñëè α - ïàðàìåòð â âûðàæåíèè F è G , òî: ∂

∂α
{F, G} = {∂F

∂α
,G}+ {F, ∂G

∂α
};

Òåîðåìà Ïóàññîíà. Åñëè F è G - ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, òî èõ ñêîáêà {F, G} �
òîæå ïåðâûé èíòåãðàë.

Êîîðäèíàòíûå (áàçèñíûå) ñêîáêè:

{pk, pl} = 0, {qk, ql} = 0, {pk, ql} = −δkl = −{ql, pk} :

Ïîïàðíûå ñêîáêè êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò ðàâíû íóëþ, êðîìå {pk, qk} = −1, {qk, pk} = 1.

ÏÐÀÂÈËÎ ÑËÎÆÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ: ïóñòü F = Φ(f1(p, q), f2(p, q), . . . , fn(p, q)); òîãäà

{F,G} =
m∑

µ=1

∂Φ
∂fµ

{fµG}.

÷òî ïî ôîðìå íàïîìèíàåò F ′ =
∑ ∂Φ

∂fµ
f ′µ.

Ñëåäñòâèå (ïðàâèëî Ëåéáíèöà): {F1F2, G} = {F1, G}F2 + F1{F2, G}.

43.. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè). Ñî-
õðàíåíèå êàíîíè÷åñêîé ôîðìû óðàâíåíèé ïðè êàíîíè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Ðàññìàòðèâàåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò p, q → P, Q âèäà

p = p∗(P, Q), q = q∗(P, Q) ⇐⇒ P = P ∗(p, q), Q = Q∗(p, q).

Îïðåäåëåíèå 1. Ýòà çàìåíà ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâ-
íåíèÿ Ãàìèëüòîíà ñ ëþáîé H(p, q) ïðåîáðàçóþòñÿ â óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà, ïîðîæäåííûå ôóíêöèåé
H∗(P, Q) = H(p∗(P, Q), q∗(P, Q)).

44.. Êðèòåðèè êàíîíè÷íîñòè çàìåíû ïåðåìåííûõ (ñîõðàíåíèå ñêîáêè Ïóàñ-
ñîíà; ñèìïëåêòè÷íîñòü ìàòðèöû ßêîáè, ñîõðàíåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû, èíòåãðàë ïî êîíòóðó).

Ðå÷ü èäåò î ðàâíîñèëüíûõ îïðåäåëåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçðâàíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 2. Çàìåíà ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ

ïàð ôóíêöèé {F ∗, G∗}P,Q = {F,G}∗. Ðàâíîñèëüíîñòü ñëåäóåò èç ṗ = {p,H}, q̇ = {q, H}.
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Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ åäèíèöà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñïåöèàëüíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà 2n

I2n =
(

0 −En

En 0

)

ãäå En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n-îãî ïîðÿäêà. Èìååì I2 = −E2n. Ïîëîæèì

(z1, ..., zn, zn+1, ..., z2n) = (p1, ..., pn, q1, ..., qn).

Áàçèñíûå ñêîáêè: ‖{zα, zβ}‖ = I. Ñêîáêè Ïóàññîíà

{F, G} =
(

∂F

∂z

)T

I
∂G

∂z
=

∑ ∂F

∂zα
{zα, zβ} ∂G

∂zβ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ż = I ∂H
∂z

.

Îïðåäåëåíèå 3. Çàìåíà ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
‖{zα, zβ}P,Q‖ = I.

Ìàòðèöà ßêîáè ïîäñòàíîâêè z = z∗(Z) åñòü ∆ = ‖∆α,β‖ = ‖ ∂zα
∂Zβ

‖.
Îïðåäåëåíèå 4. Çàìåíà ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà

ßêîáè ∆ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé, ò.å.
∆I∆T ≡ I

Ëåììà: åñëè S ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé, òî ST òîæå ñèìïëåêòè÷åñêàÿ:

SIST = I ⇒ (ST )−1I−1S−1 = I−1 ⇒ ST IS = I (èáî I−1 = −I)

Îïðåäåëåíèå 5. Ðàññìîòðèì ôîðìó dpi ∧ dqi (ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà). Çàìåíà ïåðåìåííûõ íà-
çûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑
dpi ∧ dqi =

∑
dP ∗j ∧ dQ∗

j

Îïðåäåëåíèå 6. Çàìåíà ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d(
∑

pidqi −
∑

PidQi) = 0.

Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Π(P, Q) òàêàÿ, ÷òî
∑

p∗i dq∗i −
∑

PidQi = dΠ(P,Q)

Îíà íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (òåðìèí àâòîðñêèé).
Îïðåäåëåíèå 7. Çàìåíà ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåãðàë ïî

ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó ñòÿãèâàåìîìó â òî÷êó,
∮

pdq =
∮

PdQ.

45.. Ïåðâîîáðàçíàÿ è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ.

Òîæäåñòâî pdq − P ∗dQ∗ = dΠ(p, q) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ëþáûõ ïåðåìåííûõ. Äîïóñòèì, ÷òî â âûðàæå-
íèÿõ

(163) P = P ∗(p, q)
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èìååì det ∂P ∗
∂p

6= 0, òîãäà èç (177) ìîæíî âûðàçèòü p = p̄(P, q) è ïîäñòàâèòü â Q = Q∗(p, q), ïîëó÷èì
Q = Q̄(P, q) = Q∗(p̄(P, q), q). Â èòîãå âîçíèêàþò ñìåøàííûå ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ

{
p = p̄(P, q)

Q = Q̄(P, q)

Íî
∑

pidqi −
∑

PidQi = dΠ âëå÷åò
∑

pidqi +
∑

QidPi = dΠ + d(
∑

PiQi), òàê ÷òî â ïåðåìåííûõ P, q âè-
äèì

∑
pidqi +

∑
QidPi = dS(P, q), ÷òî äàåò

pi =
∂S

∂qi
, Qi =

∂S

∂Pi
.

Ñìåøàííûå ôîðìóëû çàìåíû ïîðîæäàþòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé S(P,q). Òðåáîâàíèå

det
∂2S

∂P∂q
6= 0 ⇐⇒ det

∂P ∗

∂q
6= 0

Äëÿ òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ S =
∑

Piqi.

46.. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êà-
íîíè÷åñêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü íàì èçâåñòíû âûðàæåíèÿ H â ðàçëè÷íûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ: H = H ′(p, q), H = H ′′(P,Q).
Ïðèìåíÿÿ ñìåøàííûå ôîðìóëû çàìåíû, èìååì H ′(p̄(P, q), q) = H ′′(P, Q(P, q)) èëè, èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäÿ-
ùóþ ôóíêöèþ,

H ′
(

∂S

∂q
, q

)
= H ′′

(
P,

∂S

∂P

)
.

Òàêèì îáðàçîì, S(P, q) óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðîå íàçûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà�ßêîáè.

47.. Êàíîíè÷åñêèå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Èíòåãðèðîâàíèå ãàðìî-
íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.

Êàíîíè÷åñêèå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû:

p =
√

2p cos Q, q =
√

2p sin Q ⇐⇒ P =
p2 + q2

2
, q =

√
2p sinQ

pdq − PdQ = d(P sin Q cos Q) ⇒ S(P, q) = [óïðàæíåíèå]
Î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå.
Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, H = p2

2 + ω2 q2

2 , ãäå
√

k
m = ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-

ßêîáè
1
2
(
∂S

∂q
)2 +

ω2

2
q2 = H∗(P ) ⇒ ∂S

∂q
=

√
2H∗(P )− ω2q2 ⇒

⇒ S =

q∫

0

√
2H∗(P )− ω2q2dq ⇒





p = ∂S
∂q

=
√

2H∗ − ω2q2

Q = ∂S
∂P

=
q∫
0

dH∗(P )
dP√

2H∗−ω2q2
dq = dH∗(P )

dP
1
ω

q∫
0

dqq
2H∗(P )

ω2 −q2

Ñëåäîâàòåëüíî,

(164) Q =
dH∗

dP

1
ω

arcsin
q√
2H∗
ω2
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Ïîëîæèì H∗ = ωP (ò.ê. H∗ ìîæíî âûáèðàòü). Èòîã:
{

P = 1
2ω (p2 + ω2q2)

Q = arcsin q
1
ω

√
p2+ω2q2

⇔
{

p =
√

2Pω cos Q

q =
√

2P
ω sin Q

Èòàê, P, Q mod 2π � ïåðåìåííûå "äåéñòâèå-óãîë"äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëÿòîðà: Ṗ = 0, Q̇ = ω. Çäåñü
îçíèêàåò îáîáùåíèå êàíîíè÷åñêèõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò.

48.. Òîíêîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â ñëó÷àå îä-
íîé ñòåïåíè ñâîáîäû.

H =
p2

2a(q)
+ V (q) ⇒ 1

2a(q)
(
∂S

∂q
)2 + V (q) = H∗(P ) ⇒

⇒ S =

q∫

q1(P )

√
2a(q)(H∗(P )− V (q))dq

Âûðàæåíèå ïîä êîðíåì áóäåò > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q ∈ MH∗(P) � ýòî îáëàñòü âîçìîæíîñòè
äâèæåíèÿ ñ ýíåðãèåé H∗(P ).

Ñòàíäàðòíî èìååì
p =

∂S

∂q
=

√
2a(q)(H∗(P )− V (q))

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Q âñïîìíèì, ÷òî

d

dυ

β(υ)∫

α(υ)

f(x, υ)dx =

β(υ)∫

α(υ)

∂f

∂υ
dx + f(β(υ), υ)

dβ

dυ
− f(α(υ), υ)

dα

dυ

Ïîýòîìó â ïðèíöèïå ìû äîëæíû ïîëó÷èòü

Q =
∂S

∂q
=

dH∗

dP

q∫

q1(P )

a(q)dq√
2a(q)(H∗(P )− V (q))

−
√

2a(q1(P ))(H∗(P )− V (q1(P )))
dq1

dP

Âòîðîå ñëàãàåìîå íàì íå íóæíî, ïîýòîìó ëèáî ?? dq1
dP = 0 � óäîáíåå âñåãî â êà÷åñòâå q1 âçÿòü òî÷êó

ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà � èëè (2)
√

2a(q1)(H∗(P )− V (q1(P ))) = 0, òî åñòü q1(P ) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè
âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ MH∗(P).

49.. Îòäåëåíèå ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

H = Φ(f(p1, . . . , pm, q1, . . . , qm), pm+1, . . . , pn, qm+1, . . . , qn)

èëè
H = Φ(f(p̃, q̃), p̄, q̄).

Áóäåì èñêàòü S â âèäå S(p̃, p̄, q̃, q̄) = S̃(. . . , q̃) + S̄(. . . , q̄). Ïîäñòàâèì S â âûðàæåíèå äëÿ H :

(165) Φ(f(
∂S̃

∂q̃
, p̃),

∂S̄

∂q̄
, q̄) = H∗(P̃ , P̄ )
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Çàõîòèì, ÷òîáû áûëî f(∂S̃
∂q̃

, p̃) = f∗(P̃ ). Òîãäà S̃ = S̃(P̃ , q̃). Ñ ó÷åòîì ýòèõ âûðàæåíèé ïåðåïèøåì âûðà-
æåíèå (165):

Φ(f∗(P̃ ),
∂S̄

∂q̄
, q̄) = H∗(P̃ , P̄ ) ⇒ S̄ = S̄(P̃ , P̄ , q̄)

Ãîâîðÿò, ÷òî ïåðåìåííûå q è q̄ ðàçäåëèëèñü ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.

50.. Ñëîæíîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Ïîíÿòèå î ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë.
Ñëîæíîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ êîíñòàòèðóåì, êîãäà

H =
F1(p1, q1) + . . . + Fn(pn, qn)
f1(p1, q1) + . . . + fn(pn, qn)

= H∗(P )

Ïîäñòàâëÿåì ∂S
∂qi

âìåñòî pi è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:

(166)
∑

i

(Fi(
∂S

∂qi
, qi)−H∗(P )fi(

∂S

∂qi
, qi)) = 0

Çàõîòèì, ÷òîáû S ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü â âèäå S =
∑

i Si(P, qi). Òîãäà (166) ïðèìåò âèä:




F1(∂S1
∂q1

, q1)−H∗(P )f1(∂S1
∂q1

, q1) = ϕ1(P )

. . .

Fn(∂Sn
∂qn

, qn)−H∗(P )fn(∂Sn
∂qn

, qn) = ϕn(P )

∑
i ϕi(P ) = 0

×àñòî ïèøóò ϕi = Pi ïðè i > 2, H = P1. Òîãäà Si = Si(P1, Pi, qi), i > 2. Îäíàêî íà òàêîì ïóòè íå ïîëó÷èòü
òàêèå (Q,Q), ÷òî íå òîëüêî H∗(P ), íî è Q mod 2π, òî åñòü íå ïðèäòè ê ïåðåìåííûì ¾äåéñòâèå-óãîë¿.

51.. Èíòåãðàëû â èíâîëþöèè è ñèñòåìû óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.
Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà è åå ïåðâûå èíòåãðàëû F1(p, q), . . . , Fm(p, q). Îíè íàçû-

âàþòñÿ èíòåãðàëàìè â èíâîëþöèè, åñëè {Fi, Fj} = 0. Íàïðèìåð, åñëè âîçüìåì êàíîíè÷åñêèå èìïóëüñû
P1, . . . , Pn, òî {Pi, Pj} = 0.

Â èäåàëå m = n. Çàõîòèì, ÷òîáû â íîâûõ ïåðåìåííûõ áûëî F1(p, q) = P1, . . . , Fn(p, q) = Pn. Òîãäà
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé Fi(∂S

∂q
, q) = Pi äëÿ S(P, q). Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü ∂S

∂q
= Ψi(P, q) è èñêàòü

S.

Ýòî òîëüêî îáùàÿ èäåÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòîò ïóòü äåéñòâèòåëüíî âåäåò ê ðåçóëüòàòó, ñì. â
[1]. Ýòî âíå ïðîãðàììû.

52.. Ñâåäåíèå íåàâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ê àâòîíîìíîé.
Ïóñòü çàäàí ãàìèëüòîíèàí H(p, q, t). Çàõîòèì, ÷òîáû áûëî t = qn+1, è âîçüìåì

H = pn+1 + H(p, q, qn+1). Íàïèøåì óðàâíåíèÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì H :





dqn+1
dt = ∂H

∂pn+1
= 1

dpn+1
dt = − ∂H

∂qn+1





dp1
dt = −∂H

∂q1
dq1
dt = ∂H

∂p1

. . .
dpn

dt = − ∂H
∂qn

dqn

dt = ∂H
∂pn
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Íà âñåõ óðîâíÿõ H = const äâèæåíèÿ îäèíàêîâûå. Ïîýòîìó ìîæíî çàôèêñèðîâàòü, íàïðèìåð, óðîâåíü
H = 0.

53.. Óðàâíåíèÿ Óèòòåêåðà.
Ó àâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû çàôèêèðîâàí óðîâåíü ýíåðãèè H(p, q) = h0. Ïóñòü ∂H

∂pn
6= 0

(ëîêàëüíî). Òîãäà ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè pn = −K(p1, . . . , pn−1, q1, . . . , qn, h0), à ïåðåìåííàÿ qn

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå íîâîé íåçàâèñèìîé, òàê êàê dqn

dt = ∂H
∂pn

6= 0. Îáîçíà÷èì τ = qn. Òîãäà

dqi

dτ
=

dqi

dt

dt

dτ
=

∂H

∂pi
/

∂H

∂pn
=

∂K

∂pi
,

dpi

dτ
= −∂K

∂qi

54.. Çàìåíû âðåìåíè â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ.
ÇÀÌÅÍÛ ÂÐÅÌÅÍÈ. Ïóñòü åñòü ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(167) dx

dt
= X(x).

Ïîëîæèì ôîðìàëüíî dτ = Π(x) dt, òîãäà

(168) dx

dτ
=

1
Π(x)

X(x).

Ñîäåðæàíèå ïåðåõîäà îò ñèñòåìû (167) ê ñèñòåìå (168) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü x̄ = x(t, x0) � îá-
ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (167) è çàäàíà ôóíêöèÿ Π(x), ñîõðàíÿþùàÿ çíàê â ýòîé îáëàñòè. Âäîëü êàæäîãî
ðåøåíèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ:

τ = τ∗(t, x0) =
t∫
0

Π(x(t, x0)) dt,

êîòîðàÿ ìîíîòîííà íà âñåì èíòåðâàëå îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ è ïîòîìó èìååò îáðàòíóþ: t = t∗(τ, x0). Ïîä-
ñòàâèì ïîñëåäíþþ çàâèñèìîñòü â îáùåå ðåøåíèå; òîãäà

x = ¯̄x(τ, x0) = x̄(t∗(τ, x0), x0)

åñòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (168). Äåéñòâèòåëüíî
d¯̄x
dτ

=
dx̄

dt

dt∗
dτ

= X(¯̄x(τ, x0)) · 1
Π(¯̄x(τ, x0))

.

ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÑËÓ×ÀÉ. Â ñëó÷àå ñèñòåìû â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

(169) ṗ = −∂H

∂q
, q̇ =

∂H

∂p

ïîñëå çàìåíû dτ = Π(p, q) dt ïîëó÷èì

(170) dp

dτ
= − 1

Π
∂H

∂q
,
dq

dτ
=

1
Π

∂H

∂p
.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðàâûå ÷àñòè íå îáÿçàíû áûòü ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî q, p íåêîòîðîé ôóíêöèè
F (p, q), òàê ÷òî óðàâíåíèÿ (170) íå áóäóò êàíîíè÷åñêèìè.

ÓÐÎÂÅÍÜ ÏÐÈÒßÇÀÍÈÉ. Åñëè ìû âñå æå õîòèì îñòàòüñÿ â ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà, òî
ïðèäåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ ðåøåíèÿìè, ëåæàùèìè íà îäíîì ôèêñèðîâàííîì (õîòÿ è ïðîèçâîëüíî ôèêñèðî-
âàííîì) óðîâíå ýíåðãèè H(p, q) = h. Ââåäåì ôóíêöèþ

(171) F (p, q) =
1
Π

(H − h),
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è ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì F (p, q) :

(172) dp

dτ
= −∂F

∂q
= − 1

Π
∂H

∂q
− (H − h)

∂

∂q

(
1
Π

)
,
dq

dτ
= . . .

Âèäèì, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ óðîâíÿ H = h ñèñòåìà (172) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (170). Äëÿ ñèñòåìû (172)
ýòî óðîâåíü F = 0.

Êîðî÷å ãîâîðÿ, çàìåíó âðåìåíè â ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî íà óðîâíå ýíåðãèè.
[Êñòàòè, ñëîæíîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ òàêèì ïóòåì ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó.]

55.. Çàäàíèå óðîâíÿ ýíåðãèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèè ãàìèëüòî-
íîâîé ñèñòåìû.

Ïóñòü {H(p, q) = h0} - íåâûðîæäåííûé óðîâåíü ýíåðãèè, òî åñòü â êàæäîé òî÷êå åãî dH 6= 0, èëè,
÷òî òî æå ñàìîå îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî (2n− 1)− ìåðíîå ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ëåììà. Äîïóñòèì, ÷òî íåâûðîæäåííûå óðîâíè äâóõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñîâïàäàþò:

{H(p, q) = h0} = {G(p, q) = g0}.

Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F (p, q) 6= 0 òàêàÿ, ÷òî [G(p, q)− g0] = F (p, q)[H(p, q)− h0].
Äëÿ ïðîñòîòû h0 = g0 = 0. Ïóñòü ∂H

∂p1
6= 0 äëÿ îïðåäåëåííîñòè. Òîãäà â êà÷åñòâå êîîðäèíàò â ïðî-

ñòðàíñòâå ìîæíî âçÿòü
η = H(p, q), p2, . . . , pn, q1, . . . , qn

Òåïåðü G = G∗(η, p2, . . . , qn) è äëÿ ëþáûõ p2, . . . , qn èìååì G(0, . . . ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

G∗ = ηF (η, p2, . . . , qn),

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òåïåðü íà÷íåì âûïèñûâàòü óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà â òî÷êàõ ðàñìàòðèâàåìîãî îáùåãî óðîâíÿ H = 0 :

dq

dt
=

∂G

∂pi
=

∂H

∂pi
F + H

∂F

∂pi
= F

∂H

∂pi

Åñëè ââåñòè íîâîå âðåìÿ dτ = Fdt, òî è ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, ïîðîæäåííûå G,

ïðåâðàòÿòñÿ â ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, ïîðîæäåííûå H.

56.. Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïðè êàíîíè÷åñêîé çà-
ìåíå ïåðåìåííûõ, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå, çàâèñÿùåå îò âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, åñëè îíî êàíîíè-
÷åñêîå äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ t. Ñìåøàííûå ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ äëÿ íåàâòîíîìíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ èìåþò âèä

pi =
∂S

∂qi
, Qi =

∂S

∂Pi
, S = S(P, q, t), det

∂2S

∂P∂q
6= 0

Åñëè ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà íåàâòîíîìíà, òî ïðè íåàâòîíîìíîé êàíîíè÷åñêîé çàìåíå ãàìèëüòîíè-
àí ìåíÿåòñÿ. ×òîáû ýòî óÿñíèòü, ïåðåéäåì ê àâòîíîìíîé ñèñòåìå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü
W (P1, . . . , Pn, Pn+1, q1, . . . , qn, qn+1) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ ýòîé ôóíêöèè çàïèøåòñÿ â âèäå

(173) ∂W

∂qn+1
+ H(

∂W

∂q
, q, qn+1) = H∗(P1, . . . , Pn, Pn+1,

∂W

∂P
)
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ãäå H∗(P1, . . . , Pn, Pn+1, Q1, . . . , Qn, Qn+1) � íîâûé ãàìèëüòîíèàí.
Áóäåì áðàòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè òîëüêî ñïåöèàëüíîãî âèäà:

W = Pn+1qn+1 + S(P1, . . . , Pn, q1, . . . , qn, qn+1).

Íîâûé ãàìèëüòîíèàí òîæå: H∗ = Pn+1 + . . . . Ïîëó÷èì, ÷òî (173) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

Pn+1 +
∂S

∂qn+1
+ H(

∂S

∂q
, q, qn+1) = Pn+1 + K(P1, . . . , Pn,

∂S

∂P
, qn+1)

Âñïîìíèâ, ÷òî t = qn+1, ïèøåì
∂S

∂t
+ H(

∂S

∂q
, q, t) = K(P,

∂S

∂P
, t),

ãäå K � íîâûé ãàìèëüòîíèàí.
Çà óñëîâèåì íåâûðîæäåííîñòè äëÿ W è S ïðîñëåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

57.. Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè è òåîðåìà ßêîáè
î ïîëíîì èíòåãðàëå.

Îáû÷íî õîòÿò, ÷òîáû íîâûé ãàìèëüòîíàí K ≡ 0. Òîãäà ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè:

(174) ∂S

∂t
+ H(

∂S

∂q
, q, t) = 0.

Òåîðåìà ßêîáè. Ïóñòü åñòü ïîëíûé èíòåãðàë (174), òî åñòü ñåìåéñòâî ðåøåíèé S(q, α, t), òàêîe ÷òî

det

∥∥∥∥
∂2S

∂pi∂αj

∥∥∥∥ 6= 0.

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé
p =

∂S

∂q
, β =

∂S

∂α

ïîëó÷àåòñÿ îáùåå ðåøåíèå p(α, β, t), q(α, β, t) óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, ãäå α, β èìåþò ñìûñë ïîñòîÿííûõ.

58.. "Ñâåðõëàãðàíæèàí".
Ââåäåì ðàñøèðåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî è ôóíêöèþ

L = L(ṗ, q̇, p, q, t) =
∑

piq̇i −H(p, q, t).

Ýòî ¾ñâåðõëàãðàíæèàí¿, êîòîðûé íà ñàìîì äåëå îò ṗ íå çàâèñèò. Åñëè íàïèñàòü äëÿ íåãî óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà, òî ïîëó÷àòñÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà.

59.. Òðóáêè òîêà â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èíòåãðàëüíûé èí-
âàðèàíò Ïóàíêàðå-Êàðòàíà.

Çàéìåìñÿ íåâûðîæäåííûì oäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ðåøåíèé z(s, t); ïðè êàæäîì s èìååì
ðåøåíèå. Áîëåå òîãî, ïóñòü çàâèñèìîñòü îò s ïåðèîäè÷åñêàÿ:

z(l, t) ≡ z(0, t),
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ãäå l > 0 è ìèíèìàëüíîå ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ òðóáêà òîêà. Ïóñòü çàìêíóòûå êîíòóðû
C1, C2 îõâàòûâàþò òðóáêó òîêà. Â ïðîåêöèè íà Rn(p, q) ïîëó÷àþòñÿ çàìêíóòûå êðèâûå A(s), B(s). Äëÿ
çòîãî äîñòàòî÷íî çàäàòü
(1) t1(s), t1(l) = t1(0), òîãäà A(s) = z(s, t1(s)); (2) t2(s), t2(l) = t1(0), òîãäà B(s) = z(s, t2(s)).

Öåïî÷êà àññîöèàöèé:

L −→
∑

piq̇i −H −→ L =
∑

piq̇i −H(p, q, t) −→
∑

pidqi − dH −→ Ldt,

ãäå ω
∑

pidqi − dH åñòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà â R2n+1.

Òåîðåìà. ∮

A(s), t1(s)

∑
pidqi − dH =

∮

B(s), t2(s)

∑
pidqi − dH.

Èíûìè ñëîâàìè, èíòåãðàë
∮ ∑

pidqi − dH ïî ëþáîìó êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó òðóáêó òîêà, îäèí è òîò
æå (äëÿ äàííîé òðóáêè). Îí ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì Ïóàíêàðå � Êàðòàíà. Îõâàòûâàíèå
ïðîèñõîäèò îäèí ðàç.

Äëÿ êàæäîé êðèâîé íà òðóáêå òîêà âû÷èñëèì èíòåãðàë

I(s) =

t2(s)∫

t1(s)

Ldt =

t2(s)∫

t1(s)

(
∑

piq̇i −H)dt =

t2(s)∫

t1(s)

∑ [
pi(s, t)

∂qi

∂t
−H(z(s, t), t)

]
dt

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî:

dI

ds
=

t2(s)∫

t1(s)

[∑ ∂pi

∂s
q̇i +

∑
pi

∂q̇i

∂s
−

∑ ∂H

∂pi

∂pi

∂s
−

∑ ∂H

∂qi

∂qi

∂s

]
dt + L2

dt2
ds

− L1
dt1
ds

=

=

t2(s)∫

t1(s)

[∑
pi

∂q̇i

∂s
+

∑
ṗi

∂qi

∂s

]
dt + L2

dt2
ds

− L1
dt1
ds

=

t2(s)∫

t1(s)

[
d

dt

∑
pi

∂qi

∂s

]
dt

∂qi

∂s
dt + L2

dt2
ds

− L1
dt1
ds

=

=
∑

ṗi
∂qi

∂s

∣∣∣∣∣

t2

t1

+
[∑

pi(s, t2)
∂qi

∂t
−H(z(s, t2), t2)

]
dt2
ds

−
[∑

pi(s, t1)
∂qi

∂t
(s, t1)−H(z(s, t1), t1)

]
dt1
ds

=

=
∑

pi(s, t2(s))
[
∂qi

∂s
+

∂qi

∂t
(s, t2(s))

dt2
ds

]
−H(z(s, t2(s)), t2(s))

dt2
ds

− (òî æå ñàìîå ñ t1(s))

Íî
∂qi

∂s
+

∂qi

∂t
(s, t2(s))

dt2
ds

≡ d

ds
qi(s, t2(s)) è òî æå ñàìîå ñ t1(s).

Îñòàëîñü íàïèñàòü

0 = I(l)− I(0) =

l∫

0

dI

ds
ds =

∮

C2

ω −
∮

C1

ω

60.. Êàíîíè÷íîñòü ôàçîâîãî ïîòîêà.
Ïóñòü ïðè t = t0 çàäàíû ïðîèçâîëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ p(t)|t=t0 = p0 è q(t)|t=t0 = q0. Äëÿ

âûðàçèòåëüíîñòè ïîëîæèì p0 = α, q0 = β. Òîãäà ôîðìóëû îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà
p = p(α, β, t), q = q(α, β, t) çàäàþò îòîáðàæåíèå, êîòîðîå áóäåò êàíîíè÷åñêèì â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

67



ß.Â.Òàòàðèíîâ 03.02.08: êóðñ äëÿ îòäåëåíèÿ ìåõàíèêè, 2008 ãîä 68

Â ïëîñêîñòè t = t0 áåðåì ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð C0 = (α(s), β(s), t0). Ýòîò êîíòóð ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè çàìåòàåò íåêóþ òðóáêó òîêà. Â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t1 ïîëó÷àåì êîíòóð
C1(s) = p(α(s), β(s), t1). Ïî òåîðåìå îá èíòåãðàëüíîì èíâàðèàíòå Ïóàíêàðå-Êàðòàíà èìååì

∮

C0

pdq −Hdt =
∮

C1

pdq −Hdt.

Íî dt = 0 íà êîíòóðàõ Ñ0 è Ñ1. Îòñþäà èìååì
∮

C0

pδq =
∮

C1

pδq

Íàëèöî êàíîíè÷íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ 7.

61.. Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà: ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà êàê ýêñ-
òðåìàëè ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ.

Ïóñòü q(t) - êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîëîæåíèé, t ∈ [tα, tβ ]

q(tα) = (a1, ..., an) = a, q(tβ) = (b1, ..., bn) = b

Äåéñòâèå � ýòî âåëè÷èíà I[q(t)] =

tβ∫

tα

L(q̇(t), q(t), t)dt.

Ïóñòü åñòü âàðèàöèÿ äàííîé êðèâîé: ýòî ëþáîå ñåìåéñòâî êðèâûõ q(ε, t) = qε(t), îïðåäåëåííûõ íà
[tα(ε), tβ(ε)], ïðè÷åì ïðè ε = 0 ïîëó÷àåòñÿ äàííàÿ êðèâàÿ: tα(0) = tα, tβ(0) = tβ , q(0, t) = q(t).

Ïîäñòàâëÿåì âàðèàöèþ â îïðåäåëåííîå íàìè äåéñòâèå è ïîëó÷àåì ôóíêöèþ:

I[ε] =

tβ(ε)∫

tα(ε)

L(q̇ε(t), qε(t), t)dt ,

êîòîðóþ ìû çàõîòèì äèôôåðåíöèðîâàòü ïî ε, èññëåäóÿ íà ýêñòðåìàëüíîñòü ïðè ε = 0. Ó íàñ d

dε
ïî÷òè

âåçäå îçíà÷àåò d

dε
|ε=0:

d

dε

tβ(ε)∫

tα(ε)

f(ε, t)dt =

tβ∫

tα

∂f

∂ε
dt + f(0, tβ)

dtβ
dε

− f(0, tα)
dtα
dε

,

Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ íàì íåóäîáíû, òàê ÷òî âñþäó íèæå tα, tβ ñ÷èòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Òîãäà

d

dε
=

tβ∫

tα

F (qε(t), t)dt =

tβ∫

tα

∑ ∂F

∂qi

∂qi

∂ε
dt =

tβ∫

tα

∑ ∂F

∂qi
|q(t)hi(t)dt

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî qε = q(t) + εh(t) + O(ε2). Ïðèìåíèì ýòî ê äåéñòâèþ:

dIε

dε

d

dε

tβ∫

tα

L(q̇ε(t), qε(t), t)dt =

tβ∫

tα

[
d

dt
[
∑ ∂L

∂q̇i
hi(t)]−

∑
(

d

dt

∂L

∂q̇i
)hi(t)

]
dt +

∑ ∂L

∂qi
|q(t)hi(t)dt
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dIε

dε
=

tβ∫

tα

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
)hidt +

∑ ∂L

∂q̇i
hi|tβ

tα

Íàì ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå qε(tα) ≡ a, qε(tβ) ≡ b(êîíöû çàêðåïëåíû), òàêèì îáðà-
çîì, hi(tα) = hi(tβ) = 0.

Òåîðåìà (ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà).
Êðèâàÿ q(t) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ äëÿ ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ ïðè çàêðåïëåííûõ êîíöàõ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà, òî åñòü ôóíêöèè

(175) λi =
(

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)∣∣∣∣
âäîëü qi(t)

≡ 0

Òîãäà, åñëè óìíîæèòü (175) íà ôóíêöèè hi, à çàòåì âçÿòü èíòåãðàë îò ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ, òî,
î÷åâèäíî, îí òîæå áóäåò ðàâåí íóëþ. Â îäíó ñòîðîíó òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó: ïðåäïîëîæèì, ÷òî q(t) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ íàøåãî
ôóíêöèîíàëà, íî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà íå âûïîëíÿþòñÿ: è èç òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà íå óäîâëå-
òâîðÿþòñÿ, Λi(t) 6= 0 ãäå-òî íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Ïîëîæèì hi(t) = (tα − t) (t− tβ) Λi(t) (íà êîíöàõ - çíà÷åíèÿ, ðàâíû íóëþ). Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ïðîòè-
âîðå÷èå:

dI

dε
=

tβ∫

tα

∑
λi

2(t) · (tα − t) (t− tβ) dt > 0

62.. Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà â ôîðìå Ïóàíêàðå.
Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (p, q, t) ðàçìåðíîñòè 2n + 1, â êîòîðîì êîîðäèíàòàìè

áóäóò p, q, (i = 1, · · · , n) è t. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïàðàãðàôó, ââåäåì ôóíêöèîíàë, êîòîðûé çàïè-
øåì â ñëåäóþùåì âèäå:

(176) I[p(t), q(t)] =

tβ∫

tα

L dt =

tβ∫

tα

[∑

i

pi q̇i −H(p, q, t)

]
dt

Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ
pε = p(t) + εg(t), qε = q(t) + εh(t)

Òàê êàê (ïî îïðåäåëåíèþ "ñâåðõëàãðàíæèàíà") ∂L∗
∂ṗi

= 0, òî íàì óæå íå íóæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû
g(tα) = g(tβ) = 0. Â ðåçóëüòàòå ïî ïåðåìåííîé p êîíöû íå çàêðåïëåíû, à ïî q � çàêðåïëåíû, òî ó íàñ
âàðèàöèè ñ ÷àñòè÷íî çàêðåïëåííûìè êîíöàìè.

Èòîãîâàÿ ôîðìóëèðîâêà: êðèâàÿ p(t), q(t) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ äëÿ ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ ïðè êîí-
öàõ, çàêðåïëåííûõ òîëüêî ïî q, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà.

63.. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ â ôîðìå ßêîáè: òðàåêòîðèè íàòóðàëü-
íîé ñèñòåìû ñ çàäàííîé ýíåðãèåé êàê ãåîäåçè÷åñêèå ìåòðèêè ßêîáè.

Ïóñòü èìååì àâòîíîìíóþ íàòóðàëüíóþ ëàãðàíæåâó ñèñòåìó. Òîãäà H = T + V = h � ïåðâûé èíòåãðàë.
Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû q(t) áûëî ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, ìû îáÿçàíû òðåáîâàòü H(q̇(t), q(t)) =
h =⇒ V (q(t)) 6 h.
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Çàôèêñèðóåì h. Ìû óìåíüøèëè êëàññ êðèâûõ, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü. Íî èñêîìûå ðåøåíèÿ
ëåæàò ñðåäè íèõ. Èìååì:

d

dt
I(ε) = 0 ⇐⇒ d

dε

tB∫

tA

(T − V + h)dt = 0 ⇐⇒ d

dε

tB∫

tA

2Tdt = 0

Áóäåì áðàòü V (q(t)) < h. Òîãäà T + V = h =⇒ 2T = 2(h− V ) > 0. Ïîýòîìó óñëîâèå d
dtI(ε)|ε=0 = 0 ýêâè-

âàëåíòíî
d

dε

tB∫

tA

√
2(h− V (a))

√
2Tdt =

d

dε

b∫

a

√
2(h− V (a))

√∑
aijdq̇idq̇j = 0

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ds è äîëæíî âûçâàòü âîñïîìèíàíèÿ èç êóðñà äèôôåðåíöè-
àëüíîé ãåîìåòðèè.

Ïðèíöèï ßêîáè. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñ ýíåðãèåé h ñóòü ãåîäåçè÷åñêèå ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds â
îáëàñòè {V < h}.

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà äëèíû íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé.

64.. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ãëàäêîé èíâàðèàíòíîé ìåðîé, òåîðå-
ìà Ëèóâèëëÿ î ñîõðàíåíèè ôàçîâîãî îáúåìà.

Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ∂ρ
∂t

+ div ρv = 0.

Ïóñòü åñòü ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: dxi

dt
= Fi(x). Ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ µ(x) > 0 (ïëîòíîñòü) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáëàñòè V åå îáúåì íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óâëå÷åíèè
åå ôàçîâûì ïîòîêîì: ∫

V

µdx1dx2..dxn =
∫

gtV

µdx1..dxn

ãäå gt � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñäâèãîâ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ F̄ .

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò èíâàðèàíòíîé ìåðîé ñ ïëîòíîñòüþ µ. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ìåðû :

div µ
−→
F =

∑ ∂

∂xi
(µFi) = 0 ⇐⇒

∑ ∂µ

∂xi
Fi + µ

∑ ∂Fi

∂xi
=

dµ

dt
+ µ div

−→
F = 0

Ôóíêöèÿ µ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ íàçûâàåòñÿ ìíîæèòåëåì ßêîáè.
Óïðàæíåíèå: åñëè åñòü äâà ìíîæèòåëÿ ßêîáè, òî èõ îòíîøåíèå � ïåðâûé èíòåãðàë.
Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà îáëàäàþò èíâàðèàíòíîé ìåðîé ñ ìíîæèòåëåì µ ≡ 1.

65.. Òåîðåìà Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè.
Ïóñòü M � èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ôàçîâãî ïîòîêà îáëàñòü, èìåþùàÿ êîíå÷íóþ ìåðó, Ïóñòü

x0 ∈ M ; Òîãäà ∀ε > 0 ∀T > 0 ∃x1 è n òàêèå, ÷òî |x1 − x0| < ε è |gnT x1 − x0| < ε (Ò � âðåìÿ îäíîãî
ñäâèãà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê äëÿ íåêîòîðûõ ε, T . Ïóñòü V0 = {|x− x0| < ε}, Vn = gnT V0. Åñëè
îíè âñå íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè ìåðû Ì. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò y ∈ Vm+k

⋂
Vm.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå g−mT y ê îêðåñòíîñòÿì Vm+k è Vm. Òîãäà îíè ïåðåéäóò â îêðåñòíîñòè Vk è
V0 ñîîòâåòñòâåííî, à y â òî÷êó x1 ∈ Vk

⋂
V0 ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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66.. Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-
ïóíîâó. Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Âñÿêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(177) ż = Z(t, z), z ∈ Rn; Z(t, z) ∈ C1,1 : I × IRn → IRn(I = [0,∞))

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z0(t) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîé ñèñòåìû z0(t) = z0(t, t0, z0), t > 0.

Îïðåäåëåíèå. Äâèæåíèå z0(t) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïî Ëÿïóíîâó), åñëè ∀ε > 0 è ∀t0 ∈ I

∃δ = δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òî ∀z∗ : ||z∗ − z0|| < δ ðåøåíèå z∗(t) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì ñóùåñòâóåò è ∀t ∈ J ≡ [t0,∞) è ïðè ýòîì ||z∗(t)− z0(t)|| < ε. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå íàçû-
âàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Äâèæåíèå z0(t) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî óñòîé÷èâî è
limt→∞ ||z∗(t)− z0(t)|| = 0.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ z = z0(t) + x â (177). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

(178) ẋ = X(t, x), X = Z(t, z0(t) + x)− ż0(t).

Î÷åâèäíî X(t, 0) ≡ 0; X ∈ C1,1 : I × Sσ → Rn, Sσ = {x : ||x|| < σ}, ò.å. (178) äîïóñêàåò íóëåâîå ðåøåíèå
x(t) ≡ 0, ò.í. íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå.

Äàííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå.
Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà òîãäà òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå åå ðåøåíèå îãðàíè÷åíî.

67.. Ýëåìåíòû òåîðèè âîçìóùåíèé è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.
Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì êîå-÷òî èç ïðåäûäóùåãî ñåìåñòðà.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå IRn(x1, . . . , xn):

(179) dx

dt
= F (x); F (0) = 0

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ñ ïàðàìåòðîì (ýòà îïåðàöèÿ íîñèò íàçâàíèå "èñêóñcòâåííîå ââåäåíèå ìàëîãî
ïàðàìåòðà"):

x = εξ

Òîãäà óðàâíåíèå (179) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(180) dξ

dt
= Aξ + ε(...) ,

ãäå A = ∂F
∂x
|x=0. Ïðè ñòðåìëåíèè ε ê íóëþ â ïðåäåëå ïîëó÷èì ñèñòåìó ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.

ÒÅÎÐÈß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ èìååò äåëî ñ ñèñòåìàìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà ε, òî÷íåå, ñ ñèñòåìàìè
âèäà

(181) dx

dt
= F (x, t) + εG(x, t, ε) ,

ãäå ε � ÌÀËÛÉ ïàðàìåòð, ò.å. îí èçìåíÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Ïîñìîòðèì, îòêóäà ìîãóò âîçíèêàòü òàêèå ñèñòåìû.
Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð: êèðïè÷ ïàäàåò ñ äåâÿòîãî ýòàæà. Íà íåãî äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè è ñèëà

ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèëîé òÿæåñòè, è ïî÷òè âñåãäà åé ìîæíî
ïðåíåáðåãàòü.

Èëè íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äâèæåíèå èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè ïî îðáèòå. Ìîæíî ñ÷èòàòü Çåì-
ëþ øàðîì, íî íà ñàìîì äåëå îíà ÷óòü ñïëþñíóòà ñ ïîëþñîâ. Èñêðèâëåíèå ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè
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Çåìëè. Íî çäåñü óæå ïðåíåáðåãàòü ýòîé ìàëîé âåëè÷èíîé íåëüçÿ, òàê êàê îíà îùóòèìî âëèÿåò íà äâèæåíèå
ñïóòíèêà.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (181). Ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ñëàãàåìîå εG(x, t, e) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ðÿäà Òåëîðà ïî ε. Ïî ε ìîæíî ðàñêëàäûâàòü è ðåøåíèå ñèñòåìû (181): xε(t, t0) 1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî xε(t0, t0) = x0. Ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îò ε íå çàâèñÿò, õîòÿ â îáùåì
ñëó÷àå ìîãóò è çàâèñåòü.

Ïðè ε = 0 ïîëó÷èì

(182) d

dt
x0(t) = F (x0(t), t)

Ïðè ε 6= 0 xε(t, t0)ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî ε. Îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûìè òðåìÿ ÷ëåíàìè, ïîëó-
÷èì

(183) xε(t) = x0(t) + εξ(t) + ε2ξ∗(t, ε)

ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå äëÿ xε(t) âûðàæåíèå â (181), òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

(184) dxε

dt
= F

(
x0(t) + εξ(t) + ε2ξ∗(t, ε), t

)
+ εG

(
x0(t) + εξ(t) + ε2ξ∗(x(t, ε), t, ε)

)

ïðè ε = 0 ïîëó÷àåì (182).
Âñïîìíèì, êàê ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä ôóíêöèè òèïà f(x + εh). Íàïèøåì ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ε

(185) f(x + εh) = f(x) + εf
′
(x)h + ε2ϕ(x, h, ε)

Ïðèìåíèì ýòî ðàçëîæåíèå ê (184), ïîëó÷èì :

(186) d

dt
x0(t) + ε

dξ

dt
+ ε2 dξ∗

dt
= F (x0(t), t) + ε

{
∂F

∂x

∣∣∣∣
x0(t)

ξ(t) + G(x0(t), t)

}
+ ε2(÷òî− òî)

Âû÷òåì èç ïîëó÷åíîãî ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèå (182). Ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà ε2 ïîëó÷èì:

(187) dξ

dt
=

∂F

∂x

∣∣∣∣
x0(t)

ξ + G(x0(t), t)

èëè, åñëè ïåðåïèñàòü â íåñêîëüêî äðóãîì âèäå

(188) dξ

dt
= A(t)ξ + f(t)

Ìàòðèöà A(t) èçâåñòíà è f(t) òîæå. Ïîëó÷èëàñü ñèñòåìà íåàâòîíîìíûõ íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, íàïðèìåð ξ(t0) = 0. (Íî ýòî ïðîñòî äëÿ èëëþñòðàöèè,
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü è äðóãèìè)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè åñòü îäíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(189) dx

dt
= F (x, t)

è èçâåñòíî åãî ðåøåíèå x∗(t), òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ðåøåíèÿ x(t) áëèçêèå ê íåìó
Ïóñòü y âåêòîð ìàëîãî ñìåùåíèÿ x = x∗(t) + y. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åíîå ñîîòíîøåíèå â (189)

(190) d

dt
(x∗ + y) = F (x∗(t) + y, t)

1)Çäåñü, êàê ìíå êàæåòñÿ, íåîáõîäèìî âñòàâèòü ïîÿñíåíèå. Â âûðàæåíèè xε(t, t0), ε ýòî ÍÅ ñòåïåíü, à èíäåêñ.
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èëè, ïðåîáðàçóÿ,

(191) dy

dt
= F (x∗ + y, t)− F (x∗(t), t) = Φ(y, t)

ãäå Φ(0, t) ≡ 0. Ìû âèäèì, ÷òî y = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Îòñþäà, ïîëàãàÿ, y = εξ, ïîëó÷èì

(192) dξ

dt
= A(t)ξ + ε(...)

×àñòíûé ñëó÷àé. Åñëè ñèñòåìà (189) áûëî àâòîíîìíîé, íî ðàññìàòðèâàëîñü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

x∗(t + τ) = x∗(t)

òî ïîñëå ïðèâåäåíîé âûøå ïðîöåäóðû ìû ïîëó÷èì

(193) dξ

dt
= A(t)ξ,

ãäå A(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà A ïîëó÷èòñÿ ìîæåò åñëè x = x∗(t) ≡ 0, òî åñòü
ìû èìååò äåëî ñ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, èëè æå ïðè êàêîì-òî î÷åíü ñïåöèàëüíîì ïîäáîðå ïðàâûõ ÷àñòåé
(ïîïðîáóéòå!).

Ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ óñòîé÷èâîñòüþ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì,

(194) dx

dt
= F (x), F (0) = 0

èìååòñÿ ðåøåíèå x(t) ≡ 0, à îáùåå ðåøåíèå áóäåò x(t, x0), x(0) = x0. Ýòî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó.
Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ. Ðàâíîâåñèå íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïî

Ëÿïóíîâó), åñëè
∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ∀‖x0‖ < δ ⇒ ‖x(t, x0)‖ < ε ∀t > 0

Ýòî íà ÿçûêå ε, δ. Ýòî æå îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ïðîäîëæàåìîñòè. Ìû ìî-
æåì çàäàòü îêðåñòíîñòü x0 òàêóþ, ÷òî ïðè ïðîäîëæåíèè ðåøåííèÿ îíî íå âûéäåò èç ýòîé îêðåñòíîñòè.
Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî âûïîëíåíî íå âñåãäà.

Ïðèìåð

(195) dx

dt
= x2

Ýòà ñèñòåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ. Åå ðåøåíèå x = x0
1− x0t

. Ïîíÿòíî, ÷òî íèêàêîé óñòîé÷èâîñòè òóò íåò.
Òîæå ñàìîå ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ óðàâíåíèé Íüþòîíà.

x =
1

t + 1
Äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷èì

ẋ = − 1
(t + 1)2

ïðîäîëæàÿ äèôôåðåíöèðîâàòü, ïîëó÷èì
ẍ = 2x3

Ìîæíî çàïèñàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ: V (x) = −x4

2
Ìîæíî çàïèñàòü èíòåãðàë ýíåðãèè ẋ2

2 − x4

2 = h, íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò è ðàññìîòðåòü óñòîé÷èâîñòü.
Îáùåå çàìå÷àíèå
×òî áóäåò åñëè ñäåëàòü (ðàçóìååòñÿ, íåâûðîæäåííóþ) çàìåíó ïåðåìåííûõ x = x(y), x(0) = 0? Â ýòîì

ñëó÷àå, óðàâíåíèå ìîæíî áóäåò çàïèñàòü â âèäå
dy

dt
= G(y)

íî óñòîé÷èâîñòü ñîõðàíèòñÿ.
Ýòîò ôàêò ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.
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. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà...
... äëÿ ñèñòåìû dx

dt
= F (x), F (0) = 0 Äàäèì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ôóíêöèåé Ëÿïóíî-

âà (îáîçíà÷àåòñÿ V (x), âàæíî íå ïóòàòü ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ îáëàäàþùàÿ
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1.V (x) ïîëîæèòåëüíà îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî åñòü V (0) = 0 è V (x) > 0 åñëè x 6= 0
2. Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ôóíêöèè V (x) â ñèëó ñèñòåìû (194) íåïîëîæèòåëüíà.
Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû.

(196) dV

dt
=

∑ ∂V

∂xi
Fi(x)

Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ðàâíîñèëüíî íàëè÷èþ óñòîé÷èâîñòè. Ñôîðìóëèðóåì ýòîò âàæíûé
ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà. Åñëè ó ñèñòåìû åñòü ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, òî ðàâíîâåñèå áóäåò óñòîé÷èâûì.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïóñòü ε > 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {‖x‖ = ε} Ýòî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, íà íåì ôóíêöèÿ

V (x)ïîëîæèòåëüíà è äîñòèãàåò ñâîé ïîëîæèòåëüíûé ìèíèìóì, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè. Òî åñòü ∃ν(ε) >

0 : V (x) > ν, åñëè ‖x‖ = ε. Äëÿ ýòîãî ν ñóùåñòâóåò δ(ν) < ε : V (x0) < ν, åñëè ‖x0‖ < δ ïî íåïðåðûâíîñòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàêîì-òî t ðåøåíèå x(x0, t) > ε, òîãäà ïðè êàêîì-òî t1 ‖x(t1)‖ = ε, è V (x(t1)) > ν

Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê ôóíêöèÿ V (t) íåâîçðàñòàþùàÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèé îáúåêò:

(197) ẋ = F (x), F (0) = 0.

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ñèñòåìû (197) ìû çàïèñûâàåì òàê:

ẋ = Ax.

Îïðåäåëåíèå. Ðàâíîâåñèå x = 0 íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè
1) îíî óñòîé÷èâî (ñì. ëåêöèþ 1),
2) ∃4 > 0 : ‖x0‖ < 4 =⇒ x(t, x0) → 0t →∞.

Ïðèìåðîì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ îñöèëÿòîð ñ òðåíèåì mẍ + cẋ + kx = 0, ãäå c

íåñëèøêîì âåëèêî. (ðèñ.(??)). Ïðèìåðîì îáðàòíîãî ñëóæèò ñëåäóþùèé ðèñóíîê. Ðåøåíèå íà ðèñ.(??) íå
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, òàê êàê îíî ïðîñòî íåóñòîé÷èâî (êàêîå áû ìû íè âçÿëè ðåøåíèå ñ
íà÷àëüíûìè äàííûìè, ëåæàùèìè â êðóãå ðàäèóñà ε, îíî èç íåãî âûõîäèò ðèñ.(??)).

Âòîðàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà. Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ äàíà íåïðåðûâíàÿ, ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ

V (x) : V (0) = 0 V (x) > 0 x 6= 0

òàêàÿ, ÷òî åå ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (197) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà ðàâíîâåñèå
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì V̇ � ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (197). Ïóñòü 4 òàêîå, ÷òî ïðè ‖x‖ <

4 V � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, à V̇ � îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà (ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî 4 çàëîæåíî â
ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû). Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïåðâîé òåîðåìû Ëÿïóíîâà (ñì. ëåêöèþ 1),
ïîýòîìó ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâîå. Ðàññìîòðèì íåíóëåâîå ðåøåíèå x(t), íà÷èíàþùååñÿ â îáëàñòè ‖x‖ < 4
è ïîñìîòðèì íà V (x(t)). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ áóäóò òàêèìè ‖x0‖ < 4. Òîãäà âñåãäà
x(t) 6= 0 (ïî òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ), òàê ÷òî

d

dt
V (x(t)) < 0,

à ñàìà îíà, V (x(t)) > 0 ðèñ(??). Ñëåäîâàòåëüíî, ∃ α = lim
t→∞

V (x(t)) è α > 0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
ñëó÷àè:
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A) Ïóñòü α > 0. Ïîñêîëüêó V (x) íåïðåðûâíà â íóëå, òî ∃ σ > 0 : ‖x‖ < σ è V (x) < α. Òàê êàê V (x(t))
óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ è V (x) > α, òî ‖x‖ > σ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî σ 6 ‖x‖ 6 4

2 . Íà íåì V̇ 6 −K (òàê
êàê äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà êîìïàêòå ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ), îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî V (x(t)) 6 V (x0) − Kt (ðèñ(??)). Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íàäî äîêàçàòü,
äëÿ ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ W (t) = V (x(t)) − V (x0) + Kt, äëÿ êîòîðîé Ẇ 6 0 è W (0) = 0,
ñëåäîâàòåëüíî, W (t) 6 0, îòêóäà âûòåêàåò íóæíîå íåðàâåíñòâî. Èç äîêàçàííîãî ñåé÷àñ íåðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî t ôóíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
V (x(t)) > 0, ïîýòîìó òàêîãî íå ìîæåò áûòü.
B) Ïóñòü α = 0, ò.å. V (x(t)) → 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀l > 0 ∃T = T (l) òàêîå, ÷òî V (x(t)) < l ïðè t > T .
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî 0 < ε <

4
2
. Ïîëîæèì l = min

ε6‖x‖642
V (x). Òåïåðü ïðè t > T (l(ε)) =⇒ ‖x(t)‖ 6 ε. Ýòî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéííóþ ñèñòåìó : ẋ = Ax. Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèìè óòâåðæäåíèÿìè : A) Ñèñòåìà óñòîé÷èâà � êàæäîå åe ðåøåíèå îãðàíè÷åíî.
B) Ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà � êàæäîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Äîêàçàòåëüñòâî I. Ïóñòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà. Íà ÿçûêå ε è δ óñòîè÷èâîñòü çàïèñûâàåòñÿ òàê:
∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ‖x0‖ < δ =⇒ ‖x(t)‖ < ε. Ïóñòü âìåñòå ñ òåì ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå y(t).
Âìåñòå ñ íèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ z(t) =

δ

2
y(t)
‖y(0)‖ , òàê êàê ñèñòåìà ëèíåéíàÿ. Çàìåòèì, ÷òî ‖z(0)‖ = δ

2 < δ,
íî z(t) íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, è äëÿ íàøåãî ε ∃t1 òàêîå, ÷òî ‖z(t1)‖ > ε. Ïðîòèâîðå÷èå! Âåäü ñèñòåìà
óñòîé÷èâà.

Îáðàòíî, ïóñòü âñå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå x = eAtx0 èìååò îãðàíè÷åííóþ ìàòðèöó
eAt, ïîñêîëüêó îíà ñîñòîèò èç ðåøåíèé. Ïóñòü ‖eAt‖ 6 M . Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ: ‖x(t)‖ 6 ‖eAt‖ ‖x0‖ 6 M‖x0‖. Òåïåðü ∀ ε > 0 ∃δ = δ(ε) =

ε

M
: ‖x0‖ < δ =⇒

‖x(t)‖ < ε, ò.å ïî îïðåäåëåíèþ ëþáîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà II òðèâèàëüíà. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî óñëîâèå ñòðåìëåíèÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ ê íóëþ ÿâëÿ-

åòñÿ íåîáõîäèìûì ïðîâîäèòñÿ îò ïðîòèâíîãî, àíîëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå, äîñòàòî÷íîñòü âûòåêàåò
èç òîãî, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ìîæíî îãðàíè÷èòü íåêîòîðîé const.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíûé
òðåõ÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êîðíè ìîãóò áûòü òàêèå ðèñ.(??). Ñëó÷àé II ñòðîãî
ïðîìåæóòî÷íûé, òî åñòü íåëüçÿ èçìåíÿÿ ïàðàìåòðû ñèñòåìû ïåðåéòè èç ñëó÷àÿ îäèí â ñëó÷àé òðè.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé I. Ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ y = Sx òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà ïðèíèìàåò
ñëåäóþùèé âèä:

{
ẏ1 = λ1y1;

ẏ2 = λ2y2.
=⇒

{
y1 = c1e

λ1t;

y1 = c2e
λ2t.

Òåïåðü áóäåì àíàëèçèðîâàòü ïîëó÷åííîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà:

(198) V =
y2
1 + y2

2

2
.

Ýòî òðèâèàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, åå íàäî çàïîìíèòü. Òîãäà ïîëó÷àåì:
V̇ = y1ẏ1 + y2ẏ2 = λ1y

2
1 + λ2y

2
2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè λ1, λ2 6 0, òî V̇ 6 0 è ïî âòîðîé òåîðåìå Ëÿïóíîâà ðåøåíèå áóäåò óñòîé÷èâûì,
à àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â òîì ñëó÷àå, åñëè λ1, λ2 < 0, ðèñ. (??). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé III. Òîãäà
ñóùóñòâóåò êîìïëåêñíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

{
ż1 = λ1z1;

ż2 = λ2z2,
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ãäå λ2 = λ̄1. Ïóñòü λ1 = ρ + iσ, λ2 = ρ− iσ, z1 = x + iy, z2 = z̄1. Òîãäà
d

dt
(x + iy) = (ρ + iσ)(x + iy) èëè

(199)
{

d
dtx = ρx− σy;
d
dty = σx + ρy.

Ñèñòåìà (199) ìîæåò áûòü ïîëó÷åííà âåùåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì (ñì. ëèíåéííàÿ àëãåáðà). Âîçüìåì
òó æå òðèâèàëüíóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà è ïîëó÷èì:

V̇ = x(ρx− σy) + y(σx + ρy) = ρ(x2 + y2).

Åñëè ρ 6 0 � óñòîé÷èâîñòü, ρ < 0 � àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðèñ.(??)
Àíëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñðàçó óâèäåòü èç ôîðìóëû Ýéëåðà ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:

z = Ceρt(cos σt + i sin σt).

Ðàññìîòðèì cëó÷àé ðàâåíñòâà êîðíåé. Ðàçáåðåì ñíà÷àëà ñëó÷àé λ1 = λ2 = 0. Òîãäà âåùåñòâåííûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì ìàòðèöó A ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1)
(

0 0
0 0

)

2)
(

0 1
0 0

)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1), ïðè ýòîì ñèñòåìà çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
{

ẏ1 = 0;

ẏ2 = 0.
=⇒

{
y1 = c1;

y2 = c2.

Êàê âèäíî ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ òî÷êè è ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, íî íåàñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2), ïðè ýòîì ñèñòåìà çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

{
ẏ1 = y2;

ẏ2 = 0.
=⇒

{
y1 = c1 + ñ2t;
y2 = c2.

Êàê âèäíî ðåøåíèå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
Åñëè λ 6= 0, òîãäà âåùåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìàòðèöó A ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ
âèäîâ:

1)
(

λ 0
0 λ

)

2)
(

λ 1
0 λ

)

Ïðè ýòîì èçâåñòíî â îáùåì ñëó÷àå, ÷òî åñëè λ1 = λ2 = .... = λê, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå íàäî èñêàòü â âèäå

P (t)eλta, deg P = k − 1.

Ïðè λ 6= 0 âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè èëè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ðåøàåò ìíîæèòåëü eλt.
Îáùèé âèä ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé ðèñ.(??): 1. Âñå Reλi < 0 � àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü,
2. ∃ Reλi > 0 � íåóñòîé÷èâîñòü,
3. ∃ Reλi = 0 � êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé (ìîæåò óñòîé÷èâî, ìîæåò íåóñòîé÷èâî).
Òåîðåìà (îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ).
1. Âñå Reλi < 0, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ó ẋ = F (x) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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2. ∃ Reλi > 0, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ó ẋ = F (x) íåóñòîé÷èâî.
3. ∃ Reλi = 0 � êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé (òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ó ẋ = F (x) ìîæåò áûòü óñòîé÷èâûì,
ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâûì).

Ñëó÷àé, êîãäà âñå λi ðàçëè÷íûå � òèïè÷íûé. Åñëè ó ìàòðèöû A ýòî òàê, òî ó ìàòðèöû A + εB ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε � ýòî òîæå òàê. Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî âåùåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó :




λ1 0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . λk 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0
(

ρ1 − σ1

σ1 ρ1

)
. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 0 . . .

(
ρp − σp

σp ρp

)




(çäåñü k + 2p = n, à ñèìâîë 0 ìîæåò îçíà÷àòü è ÷èñëî, è íåáîëüøóþ ìàòðèöó � ðàçáåðèòåñü, ãäå êàêóþ
èìåííî). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áåðóòñÿ òå æå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ÷òî è äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû. Òîãäà

V̇íåëèí. = V̇ëèí. + O(‖x‖2).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî O(‖x‖2) ìàëî, ïîýòîìó ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü V̇íåëèí. áóäåò çàâèñåòü îò V̇ëèí..

68.. Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â ñëó÷àå îäíîé ñòåïåíè
ñâîáîäû.

Çàïèøåì ëàãðàíæèàí è óðàâíåíèå Ëàãðàíæà

(200) L =
1
2
a(q)q̇2 − V (q), a(q)q̈ +

1
2
a′(q)q̇2 + V ′(q) = 0,

ïðè÷åì a(q) > 0. Áóäåì èññëåäîâàòü óðàâíåíèå âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ q(t) = q∗. Åñëè òî÷êà q∗

� ðàâíîâåñèå, òî V ′(q∗) = 0, òî åñòü q∗ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà äëÿ V (q). Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:
ïðåäñòàâèì q â âèäå q = q∗ + x, ñ÷èòàÿ x ìàëîé âåëè÷èíîé. Ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè x(t) èç òîãî,
÷òî x ìàëî ñëåäóåò, ÷òî ẋ = q̇ è ẍ = q̈ òàæå ìàëûå âåëè÷èíû. Ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè q∗ ôóíêöèè
a(q) è V ′(q) :

a(q) = a(q∗) + ìàëîå, V ′(q) = V ′′(q∗)x + ìàëîå

Ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèé ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ìàëûõ óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

a(q∗)ẍ + V ′′(q∗)x = 0

Ïîìíèì, ÷òî a(q∗) > 0, ïîýòîìó åñëè V ′′(q∗) > 0 èìååì íåâûðîæäåííûé ìèíèìóì, à óðàâíåíèå ìîæíî
çàïèñàòü òàê

ẍ + ω2x = 0, ω =

√
V ′′(q∗)
a(q∗)

.

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé.
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69.. Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà íàòóðàëüíîé ñèñòåìû â
ìàëîé îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Çàïèñûâàåì ëàãðàíæèàí è óðàâíåíèÿ

L =
1
2

∑

i,j

aij(q)q̇iq̇j − V (q) =
1
2

(A(q)q̇, q̇)− V (q)

∑

j

aij(q)q̈j +
∑

j,k

Γi
jk q̇j q̇k +

∂V

∂qi
= 0 ⇐⇒ Aq̈ + Γ(q, q̇) +

∂V

∂q
= 0

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ q(t) = q∗, ñëåäîâàòåëüíî

∂V

∂qi

∣∣∣∣
q∗

= 0 ⇐⇒ q∗ � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà V (q)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ q := q − q∗. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ q = 0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé.
Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ìàëûõ âåëè÷èí ïðèìóò âèä

(201)
∑

j

aij(0)q̈j +
∑

j

bijqj = 0, bij =
∂2V

∂qi∂qj

∣∣∣∣
0

Ìîæíî òî æå çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå (ñ÷èòàÿ A = A(0))

(202) Aq̈ + Bq = 0

Óðàâíåíèÿ (201) è (202) � ëàãðàíæåâû óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îíè ïîðîæäàþòñÿ ëàãðàíæèà-
íîì

L0 =
1
2
(Aq̇, q̇)− 1

2
(Bq, q).

Ìîæíî ïîäîéòè ñòðîæå è ëèíåàðèçîâàòü ñèñòåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà

q̇ = v, v̇ = A−1(−Γ(q, q̇)− ∂V

∂q
)

Ðåçóëüòàò áóäåò òîò æå.

70.. Íîðìàëüíûå (ãëàâíûå) êîîðäèíàòû íàòóðàëüíîé ñèñòåìû;
íåâûðîæäåííûå ìèíèìóìû, ñåäëà è ìàêñèìóìû ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè: ñîîòâåòñòâóþùèé âèä îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåàðè-
çîâàííîé ñèñòåìû è êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà òðàåêòîðèé äâèæå-
íèÿ.

Ðàññìîòðèì äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

α = (Aq, q) , β = (Bq, q) ,

ïðè÷åì ôîðìà α ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàìåíà
ïåðåìåííûõ q = Sξ ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäà S, ÷òî

α =
∑

i

ξ2
i , β =

∑

i

Λiξ
2
i
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Ñäåëàåì ýòó çàìåíó â L0, çàìåòèì, ÷òî S = const è q̇ = Sξ̇:

(203) L0 =
1
2

∑

i

ξ2
i −

1
2

∑

i

Λiξ
2
i

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ðàçäåëÿþòñÿ è êàæäîå èíòåãðèðóåòñÿ îòäåëüíî:

(204)





ξ̈1 + Λ1ξ1 = 0
· · ·
ξ̈n + Λnξn = 0

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå Λi > 0; òîãäà áóäóò êîëåáàíèÿ ïî âñåì êîîðäèíàòàì. Îáùåå ðåøåíèå äëÿ
ξi èìååò âèä

ξi = Ci cos
√

Λit + C ′i sin
√

Λit,

çäåñü ωi =
√

Λi � ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ïîëó÷èì áèãàðìîíè÷åñêèé îñöèëÿòîð.

71.. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íàòóðàëü-
íîé ñèñòåìû.

Ïóñòü âñå Λi 6= 0 (íåâûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà). ×èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñðåäè íèõ íàçûâàåòñÿ
ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàíêàðå.

Åñëè ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè ðàâíà íóëþ, òî ðàâíîâåñèå èñõîäíîé íàòóðàëüíîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî ïî
òåîðåìå Ëàãàðíæà-Äèðèõëå. Åñëè íå ðàâíà íóëþ, òî íåóñòîé÷èâà ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

(#) Èäåÿ èñêóññòâåííîãî ââåäåíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà
Èñêóññòâåííîå ââåäåíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà. Èìååòñÿ ôóíêöèÿ

y = f(x) = ax +
bx2

2
+

cx3

3
+ · · ·+ xnFn(x)

Ïóñòü |x| < ε (x ìàëî). Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:
y = εη, x = εξ

Ñ÷èòàåì ξ < 1. Ïîëó÷èì
εη = aεξ +

bε2ξ2

2
+ · · ·

η = aξ +
bεξ2

2
+ · · · = aξ + g(ε, ξ)

Ïðè ε → 0 η = aξ. Âïîñëåäñòâèè áóäåì ïèñàòü x := εx.
Äàíà g(x), ãäå x = (x1, . . . , xn). Ïóñòü g(0) = 0 è äëÿ âñåõ i âûïîëíåíî ∂g

∂xi

∣∣∣
0

= 0, òî åñòü 0 �
êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà. Äåëàåì çàìåíó x := εx è g(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

g :=
1
2
ε2(Ψx, x) + ε3(· · · ), Ψ =

∥∥∥∥
∂2g

∂xi∂xj

∣∣∣∣
0

∥∥∥∥ .

Ïóñòü òåïåðü äàíà ñèñòåìà
dx

dt
= ẋ = f(x), f(0) = 0

Äåëàåì çàìåíó x := εx. Ñèñòåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó
dx

dt
= Mx + ε(· · · ),

ãäå
M =

∥∥∥∥
∂fi

∂xj

∣∣∣∣
0

∥∥∥∥
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72.. Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî àâòîíîìíî-
ãî ëàãðàíæèàíà.

Ñ÷èòàåì L(q̇, q) ïðîèçâîëüíîé, êðîìå òîãî ñ ìàëûìè ðàáîòàåì ñòðîæå. Âûïèñûâàåì óðàâíåíèÿ

(205) d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, òî åñòü ðåøåíèå âèäà

(206) q(t) = q∗, q̇(t) = 0,

èìååò ìåñî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(207)
(

∂L

∂q̇i

)∣∣∣∣
q∗,0

= li,
∂L

∂qi

∣∣∣∣
q∗,0

= 0

Ýòî è åñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ q∗.
Äåëàåì çàìåíó è êàëèáðîâêó: q := q−q∗, L := L−∑

i liq̇i−L(0, 0). Òåïåðü èìååì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó
L, è L(0, 0) = 0.

Çàìåíà q := εq â êðèòè÷åñêîé òî÷êå äàåò

(208) L =
ε2

2

((
A C

CT −B

) (
q̇

q

)
,
(

q̇, q
))

+ ε3(· · · ),

ïðè÷åì A = AT , B = BT . Äåëèì íà ε2 è óñòðåìëÿåì ε → 0. Ïîëó÷èì

(209) L0 =
1
2
(Aq̇, q̇) + (Cq, q̇)− 1

2
(Bq, q)

Ïî ñðàâíåíèþ ñ íàòóðàëüíûì ëàãðàíæèàíîì ìàòðèöà A íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ è
äîáàâèëèñü ëèíåéíûå ïî ñêîðîñòÿì ÷ëåíû. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèìóò âèä

(210) Aq̈ + (C − CT )q̇ + Bq = 0

Ðàçëîæèì ìàòðèöó C íà êîñîñèììåòðè÷íóþ è ñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè: C = Ω + Σ. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ è ëàãðàíæèàí ïîëó÷àþò âèä

(211) Aq̈ + 2Ωq̇ + Bq = 0, L0 =
1
2
(Aq̇, q̇) + (Ωq, q̇)− 1

2
(Bq, q)

Çàìåòèì, ÷òî ñëàãàåìîå (Σq, q̇) = d
dt

1
2 (Σq, q) áûëî îòáðîøåíî åùå îäíîé êàëèáðîâêîé.

73.. Ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ëèíåéíîé ëàãðàíæåâîé ñè-
ñòåìû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ (211) òàêîâî:

(212) f(λ) = det(λ2A + 2λΩ + B) = 0

âåùåñòâåííî, à ïîñëå òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö â ñêîáêàõ ìåíÿåò çíàê ïåðåä λ è âìåñòå ñ òåì íå äîëæíî
èçìåíèòüñÿ: f(λ) = f(−λ). Çíà÷èò, åñëè λ � êîðåíü, òî è λ̄ � êîðåíü, è −λ � êîðåíü.

Êîðíè ðàñïîëàãàþòñÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÷åòâåðêàìè èëè ïàðàìè íà îñÿõ.
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74.. Ìàêñèìàëüíîå óïðîùåíèå îáùåé ëèíåéíîé ëàãðàíæåâîé ñèñòåìû â ñëó-
÷àå äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà n = 2, A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, à B � äèàãîíàëüíà (ìîæåì ñ÷èòàòü
A åäèíè÷íîé). Òîãäà

L =
1
2
(ẋ2 + ẏ2) + ω(xẏ − yẋ)− 1

2
(ax2 + by2)

Ïîëó÷èëñÿ ëàãðàíæèàí âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ èìåþò âèä
{

ẍ− 2ωẏ + ax = 0
ÿ + 2ωẋ + by = 0

75.. ßâëåíèå ãèðîñêîïè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè â íåîáðàòèìûõ ñèñòå-
ìàõ.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ðàâíîâèñëüíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

d

dt




x

y

ẋ

ẏ


 =




0 0 1 0
0 0 0 1
−a 0 0 2ω

0 −b −2ω 0







x

y

ẋ

ẏ


 .

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ â âèäå (
x

y

)
= eλt

(
α

β

)

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

det
(

λ2 + a −2ωλ

2ωλ λ2 + b

)
= 0 ⇐⇒ λ4 + λ2(a + b + 4ω2) + ab = 0

Ýòî áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå â âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çíà÷èò, åñëè λ � êîðåíü, òî è λ̄ �
êîðåíü, è −λ � êîðåíü. Äèñêðèìèíàíò D = (a− b)2 + 8(a + b)ω2 + 16ω4.

Ðàññìîòðèì òèïè÷íûå âàðèàíòû çíà÷åíèé λ2 :
1) D < 0, âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé íåò � íåóñòîé÷èâîñòü;
2) λ2

1 < 0 è λ2
2 < 0 � óñòîé÷èâîñòü;

3) λ2
1 < 0 è λ2

2 > 0 � íåóñòîé÷èâîñòü;
4) λ2

1 > 0 è λ2
2 > 0 � íåóñòîé÷èâîñòü.

Ïîòåíöèàëà V = 1
2 (aη2

1 + bη2
2) : I) ïðè a > 0, b > 0 (ìèíèìóì) λ2

1, λ
2
2 < 0 � óñòîé÷èâîñòü;

II) a > 0, b < 0 èëè íàîáîðîò (ñåäëî), çíà÷èò ab < 0 � íåóñòîé÷èâîñòü;
III)a < 0, b < 0 (ìàêñèìóì).

Òóò òðåáóåòñÿ ïîñòåïåííîñòü. Ïðè ω2 = 0 λ2
1 = −a > 0, λ2

2 = −b > 0 � íåóñòîé÷èâîñòü. Ñ ðîñòîì ω ïî-
íà÷àëó áóäåò D > 0, λ2

1, λ
2
2 ïîëîæèòåëüíû, íåóñòîé÷èâîñòü ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðè êàêîì-òî ω2

1 äèñêðèìè-
íàíò ñìåíèò çíàê; âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïðè a + b + 4ω2 = 0 èìååì D = −4ab < 0. Ýòî íåóñòîé÷èâîñòü. Íî
ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì ω2 ïðè êàêîì-òî ω2

2 ñòàíåò îäíîâðåìåííî D > 0, −(λ2
1 + λ2

2) = a + b + 4ω2 > 0,

λ2
1λ

2
2 = ab > 0. Ñèñòåìà ñòàíåò óñòîé÷èâîé.
Êîììåíòàðèé. Âåêòîð

(−ax
−by

)
òðàêòóåòñÿ êàê îòòàëêèâàþùàÿ ñèëà. Ïðè ω 6= 0 ïîÿâëÿþòñÿ ãèðîñêîïè-

÷åñêèå ñèëû. Ïîêà ω íåâåëèêî, îòòàëêèâàíèå äîìèíèðóåò. Íî ïðè áîëüøèõ ω ãèðîñêîìè÷åñèå ñèëû òàê
çàêðó÷èâàþò òðàåêòîðèè, ÷òî ïðèâîäÿò ê ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû.
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(#) Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé
Ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå (223) íåóñòîé÷èâî, åñëè det

(
∂2Vc0

∂r2

)
r=r0

< 0 Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåóñòîé÷è-
âîñòè ðàññìîòðèì äâèæåíèå íà ôèêñèðîâàííûõ óðîâíÿõ öèêëè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ c ≡ c0 è âûïèøåì ëè-
íåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïðèâåäåííîé ïî Ðàóñó ñèñòåìû. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå
âèäà (212), Â êîòîðîì ðîëü B èãðàåò ìàòðèöà K = (∂2Vc0/∂r2), à ðîëü A íåêîòîðàÿ ïîëîèæòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, íàïèñàííàÿ ðàíåå. Òîãäà

f(+∞) = +∞, f(0) = |K0| < 0 ⇒ ∃λ > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, íåóñòîé÷èâîñòü âûòåêàåò èç òåîðåìû Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæå-
íèþ.

76.. Îáùèå ëèíåéíûå ëàãðàíæåâû ñèñòåìû â ñëó÷àå òðåõ ñòåïåíåé ñâîáî-
äû. Ïðîñòåéøèå óòâåðæäåíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè
íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàíêàðå.

Èñõîäèì èç

Aq̈ + 2Ωq̇ + Bq = 0 A, B − ñèììåòðè÷íû, Ω− êîñîñèììåòðè÷íà

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òîãäà ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ

ξ̈ + 2Ωξ̇ + diag(Λ1, . . . , Λn)ξ = 0 � çäåñü Ω � äðóãàÿ ìàòðèöà

Ïðè n = 3 ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî Ω =
( 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1
−ω2 ω1 0

)
. Òîãäà Ωξ = [ω × ξ] . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

∣∣∣∣∣∣

λ2 + Λ1 −2ω3λ 2ω2λ

2ω3λ λ2 + Λ2 −2ω1λ

−2ω2λ 2ω1λ λ2 + Λ3

∣∣∣∣∣∣
= λ6 + (. . .)λ4 + (. . .)λ2 + Λ1Λ2Λ3 = 0

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Λi > 0 èëè Λi < 0. ×èñëî îòðèöàòåëüíûõ Λi íàçûâàþò ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè
(ïî Ïóàíêàðå)

Ðèñóåì ãðàôèê íàøåãî áèêóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî λ2. Åñëè ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè íå÷åò-
íà , òî ïîëó÷àåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü, èáî Λ1Λ2Λ3 < 0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü åñòü.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóêíöèÿ W = 1
2 (Λ1ξ

2
1 + Λ2ξ

2
2 + Λ3ξ

2
3) èìååò ìàêñèìóì ëèáî ñåäëî "èíäåêñà 1"(ñ îäíèì

îòðèöàòåëüíûì êâàäðàòîì)
Åñëè ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè ÷åòíàÿ, ò.å. Λ1Λ2Λ3 > 0, òî âîçìîæíà óñòîé÷èâîñòü. Íî åñëè âñå Λi > 0

(ýòî ìèíèìóì W ), òî òî÷íî óñòîé÷èâîñòü â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè èíòåãðàëà ßêîáè.

77.. Òåîðåìû Êåëüâèíà-×åòàåâà î ñîõðàíåíèè óñòîé÷èâîñòè è î ïî-
ÿâëåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà 1. Óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû Aẍ + Bx = 0 (ìàòðèöû A,B ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåíû) îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè äîáàâëåíèè ãèðîñêîïè÷åñêèõ è/èëè äèññèïàòèâíûõ ñèë:
Aẍ + (G−D)ẋ + Bx = 0, ãäå G = −GT � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, D = DT � ñèììåòðè÷åñêàÿ íåîòðèöà-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòåëüñòâî: âîçüìåì ôóêíöèþ

W =
1
2
(Aẋ, ẋ) +

1
2
(Bx, x) = W (x, ẋ)
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Îíà, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Â ñèëó âòîðîé ñèñòåìû Ẇ = −(Dẋ, ẋ) 6 0. Ïî òåîðåìå Ëÿïó-
íîâà èìååì óñòîé÷èâîñòü.

Òåîðåìà 2. Èçîëèðîâàííîå óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ñèñòåìû Aẍ + Bx = 0 ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì ïðè äîáàâëåíèè äèññèïàòèâíûõ ñèë ñ ïîëíîé äèññèïàöèåé, ò.å. (Dẋ, ẋ) > 0 ∀ẋ > 0 (íåçàâè-
ñèìî îò ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

(213) W =
1
2
(Aẋ, ẋ) +

1
2
(Bx, x) + α(Ax, ẋ),

ãäå α > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òîáû ôóíêöèÿ W áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òåïåðü

Ẇ = −(Dẋ, ẋ) + α(Aẋ, ẋ)− α[(G + D)ẋ, x]− α(Bx, x) = −W∗,

ãäå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà W∗ èìååò ìàòðèöó

M(α) =
∥∥∥∥

D − αA α(G + D)
α(D −G) αB

∥∥∥∥ .

Â n ïîñëåäíèõ åå ñòîëáöàõ ñòîèò ìíîæèòåëü α.

Ïîýòîìó âñå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû èìåþò âèä ∆k[M(α)] = ∆k[D] + αΦk(α) (ïåðâûå n) ëèáî
∆n+k[M(α)] = det D∆k[B] + αkΦn+k(α), òî åñòü ïîëîæèòåëüíû. Äëÿ ýòîãî ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ óìåíü-
øèòü èíòåðâàë çíà÷åíèé α.

Çàêëþ÷åíèå. Çíà÷èò, W∗ îïðåäåëåíî ïîëîæèòåëüíà è îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëÿïóíîâà îá àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

78.. Òåîðåìû Êåëüâèíà-×åòàåâà î ñîõðàíåíèè íåóñòîé÷èâîñòè.
Èçîëèðîâàííîå è íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ñèñòåìû Aẍ + Bx = 0 îñòàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïðè äîáàâëå-

íèè äèññèïàòèâíûõ ñèë ñ ïîëíîé äèññèïàöèåé.
Åñëè äëÿ èçîëèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû Aẍ + Bx = 0 ñòåïåíü åãî íåóñòîé÷èâîñòè íå÷åòíàÿ, òî

ýòî ðàâíîâåñèå îñòàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïðè äîáàâëåíèè ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë.

79.. Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû: ãîëîíîìíûå, àâòîíîìíûå. Ïðè ýòîì íà

ñèñòåìó äåéñòâóþò ïîòåíöèàëüíûå, ãèðîñêîïè÷åñêèå è äèññèïàòèâíûå ñèëû. Â ýòîì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ áóäåò èìåòü âèä

(214) T (q̇, q) =
1
2

∑

i,j

aij(q)q̇iq̇j .

Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ èìåþò ìåñòî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

(215) d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= Qi,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿò îáîáùåííûå ñèëû. Îíè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîñòîÿò èç òðåõ ÷àñòåé:

(216) Qi = −∂V (q)
∂qi

+
d

dt

∂
(∑

wk(q)q̇k

)

∂q̇i
−

∂
(∑

wk(q)q̇k

)

∂qi
− ∂

∂q̇i

1
2

∑
ckl(q)q̇k q̇l

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå � ïîòåíöèàëüíûå ñèëû, âòîðîå è òðåòüå � ãèðîñêîïè÷åñêèå, à ÷åòâåðòîå � äèñ-
ñèïàòèâíûå.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ||aij || � ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, à ||cij || � ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Çàïèøåì òåîðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû

(217) dT

dt
=

∑
Qiq̇i =⇒ d

dt

(
1
2

∑
aij q̇iq̇j + V

)
= −2Φ.

(Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íå âîøëè ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îíè íå
ñîâåðøàþò ðàáîòû.)

Ïóñòü òî÷êà q = 0 � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, ò.å. ∀i ∂V
∂qi

∣∣∣
q=0

= 0. Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà Ëàãðàíæà�Äèðèõëå. Ïóñòü q = 0 � ñòðîãèé ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V (q), è

äåéñòâóþò òîëüêî ïîòåíöèàëüíûå ñèëû. Òîãäà q = 0 � óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî: áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì V (0) = 0. Ïî óñëîâèþ q = 0 ñòðîãèé ìèíèìóì.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàêîé-òî ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèÿ V (q) ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Â êà÷åñòâå
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âîçüìåì ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû

(218) H =
1
2

∑
aij q̇iq̇j + V (q)

H ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.ê. îáà ñëàãàåìûõ íåîòðèöàòåëüíû è ðàâíû íóëþ òîëüêî òîãäà, êîãäà
∀i q̇i = qi = 0. À ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ dH

dt
ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïåðâîé òåîðåìå Ëÿïóíîâà

ïîëîæåíèå q = 0 óñòîé÷èâî.
Òåîðåìà Êåëüâèíà�×åòàåâà. Ïóñòü q = 0 � ñòðîãèé ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V (q), è êðîìå

ïîòåíöèàëüíûõ äåéñòâóþò ãèðîñêîïè÷åñêèå è äèññèïàòèâíûå ñèëû. Òîãäà óñòîé÷èâîñòü ñîõðàíÿåòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî: êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà áåðåì ïîëíóþ ýíåðãèþ

H. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ H ñ íåïîëîæèòåëüíîé ïðîèçâîäíîé:

(219) dH

dt
= −2Φ 6 0

Àíàëîãè÷íî, ïî òåîðåìå Ëÿïóíîâà óñòîé÷èâîñòü ñîõðàíÿåòñÿ.
Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìóì q = 0 íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè

∥∥∥∥d2V
dqi

2 qj

∥∥∥∥
q=0

ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåíà.

Òåîðåìà. Åñëè ìèíèìóì íåâûðîæäåí è Φ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà êàê ôóíêöèÿ ñêîðîñòåé (ýòî
íàçûâàåòñÿ ïîëíîé äèññèïàöèåé), òî óñòîé÷èâîñòü ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî: ââåäåì íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû ξ1, ..., ξn. Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè
ïðèìóò âèä:

(220) T =
1
2

∑
ξ̇2
i , V =

1
2

∑
λiξ

2
i ,

ïðè÷åì âñå λi > 0 (â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè). Ïðè ïåðåõîäå ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì âûðàæåíèÿ äëÿ
äèññèïàöèè è ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë èçìåíèëèñü. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèñõîäÿùåå â ïåðâîì ïðèáëèæå-
íèè. Òîãäà óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà áóäóò èìåòü âèä

(221) ξ̈i = −λiξi +
∑

j

γij ξ̇j −
∑

j

dij ξ̇j ,

ãäå âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � âñå, ÷òî îñòàëîñü îò äèññèïàòèâíûõ è ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë.
Ïðè÷åì ìàòðèöû ‖γij‖ � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, ‖dij‖ � ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå.

Ââåäåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà â âèäå Hβ := H+β
∑

ξiξ̇i. Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ β ôóíêöèÿ
Hβ îñòàíåòñÿ ïî-ïðåæíåìó ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, êàê è H. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó M è ìàòðèöó M +βN . Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè íîâîé ìàòðèöû
íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå åå óãëîâûå ìèíîðû áûëè áîëüøå íóëÿ. Óãëîâûå ìèíîðû � ýòî ìíîãî÷ëåíû îò β,
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ïðè÷åì ïðè β = 0 îíè âñå áîëüøå íóëÿ (M ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà). Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ β

îíè îñòàíóòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.
Âû÷èñëÿåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà Hβ :

dHβ

dt
=

dH

dt
+ β

d

dt

(∑
ξiξ̇i

)
= −2Φ + β

∑
ξ̇2
i + β

∑
ξiξ̈i =

= −
∑

(dij − βδij)ξ̇iξ̇j − β
∑

λiξ
2
i − β

∑
(dij − γij)ξiξ̇j

ôîðìó â ïåðåìåííûõ ξ̇1, ..., ξ̇n, ξ1, ..., ξn. Âûíåñåì çíàê ìèíóñ è ââåäÿ î÷åâèäíûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ, çàïèøåì
ìàòðèöó 2n× 2n îñòàâøåéñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

(
dij − βδij − βθij/2
−βθij/2 βλiδij

)

è ðàçáåðåìñÿ ñ åå óãëîâûìè ìèíîðàìè.
Ïåðâûå n óãëîâûõ ìèíîðîâ ∆1, ..., ∆n ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè ìèíîðàìè ìàòðèöû D−βE, íî òàê êàê ìàò-

ðèöà D ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ β ìàòðèöà D−βE áóäåò òîæå ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà. Òåïåðü ïîñìîòðèì, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿþò ìèíîðû ∆n+k:

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D − βE − β
θij

2

βλ1

−β
θij

2 ....

βλk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= βk det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D − βE − β
θij

2

λ1

−θij

2 ....

λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Âèäèì, ÷òî ïðè ìíîæèòåëå βk ñòîèò ìíîãî÷ëåí îò β, êîòîðûé ïðè β = 0 ïîëîæèòåëåí. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â íåêîé îêðåñòíîñòè è ýòè ìèíîðû áóäóò ïîëîæèòåëüíû. Òàêèì îáðàçîì, dHβ

dt
åñòü íåâûðîæäåííàÿ

îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ξ̇, ξ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ β.
Íàïîìíèì, ÷òî áûëî ðàññìîòðåíî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå. Âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè è äàëåå áóäóò äîïîë-

íèòåëüíûå ÷ëåíû áîëüøåãî ïîðÿäêà, íà ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü −Ḣβ îíè âëèÿòü íå áóäóò.

. Òåîðåìû Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè
Ñîáñòâåííî òåîðåìà. Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû ẋ = F (x) ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ V (x), (V (0) = 0) òàêàÿ, ÷òî
A) V ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ â ëþáîé ïðîêîëîòîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ;
B) dV

dt
= κV + W , ãäå κ > 0, W > 0.

Íåóñòîé÷èâîñòü áóäåò èìåòü ìåñòî ïðè îäíîì èç äâóõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé:
1) κ > 0;
2) κ = 0; W � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Äîêàçàòåëüñòâî: âîçüìåì ïðîèçâîëüíî ε > 0; 0 < δ < ε. Ïîëîæèì σ = max

‖x‖6δ/2
V (x). Âîçüìåì òàêîå

x0, ÷òî V (x0) = σ. Çàìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå δ/2 6 ‖x‖ 6 ε ïî óñëîâèþ W (x) > µ > 0. Ðàññìîòðèì
òðàåêòîðèþ v(t) = V (x(t)). Èç ëåììû îá èíòåãðàëüíîì íåðàâåíñòâå èìååì

dv

dt
> κv + µ; (v(0) = σ) =⇒ v(t) > σeκt + µt.

Åñëè κ > 0, òî äàæå åñëè µ = 0, ôóíêöèÿ v(t) áûñòðî âîçðàñòàåò, à åñëè κ = 0 è µ > 0, òî v(t) îïÿòü
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ðàíî èëè ïîçäíî v(t) ñòàíåò áîëüøå max

‖x‖6ε
V (x) è âûéäåò èç ε-îêðåñòíîñòè. Ýòî è

ïîêàçûâàåò íåóñòîé÷èâîñòü.
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80.. Òåîðåìà Ðàóñà-Ñàëüâàäîðè îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ.
Ïóñòü ñðåäè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò åñòü öèêëè÷åñêèå:

q = (q1, q2, . . . , qn) = (r1, r2, . . . , rk, ξ1, . . . , ξm),m + k = n.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ V = V (r), êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T =
1
2

(
A(r)

(
ṙ

ξ̇

)
,

(
ṙ

ξ̇

))
, A =

(
N B

BT C

)

Ïîëîæèì η = ξ̇, u = ṙ. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ñ L = T − V ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(222)





d
dt

∂T
∂u

= ∂T
∂r

− ∂V
∂r

, ṙ = u,

d
dt

∂T
∂η

= 0, ξ̇ = η.

Â íèõ âûäåëÿåòñÿ ïîäñèñòåìà óðàâíåíèÿ â ïåðåìåííûõ r, ṙ, η. Îíè ðàâíîñèëüíû óðàâíåíèÿì Ðàóñà




d
dt

∂R
∂ṙ

= ∂R
∂r

ċ = 0, ξ̇ = −∂R
∂c

Â íèõ âûäåëÿåòñÿ ïîäñèñòåìà óðàâíåíèÿ â ïåðåìåííûõ r, ṙ, c. Çäåñü ôóíêöèÿ Ðàóñà

R = R2 + R1 − Vc(r), R2 =
(
(N −BT C−1B)ṙ, ṙ

)
> 0, R1 = (BT C−1c, ṙ), Vc(r) = V (r) +

1
2
(C−1(r)c, c)

Îáîáùåííûé èíòåãðàë ýíåðãèè: R2 + Vc = h = const. Ïóñòü ïðè çàäàííîì c èìååì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ïðèâåäåííîé ñèñòåìû: r = r(c) ⇐⇒ ∂Vc

∂r
= 0. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå èñõîäíîé ëàãðàí-

æåâîé ñèñòåìû:

(223) r = r(c), ṙ = 0, η = η(c) ≡ C−1(r(c))c; ξ = η(c)(t− t0) + ξ0

Òåîðåìà. Åñëè ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë V0(r) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ c0 ïîñòîÿííûõ öèêëè-
÷åñêèõ èíòåðâàëîâ èìååò â òî÷êå r0 = r(c0) ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå
óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê r, ṙ, η = ξ̇. Èíûìè ñëîâàìè, óñòîé÷èâî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïîäñèñòåìû (222)
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà:

W (r, ṙ, ξ̇) =
[
(R2 + Vc(r)− Vc0(r0))2 + (c− c0)2

] ∣∣
c=∂T/∂ξ̇

Òîãäà W - ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ, ïðè÷åì

W (r0, 0, ξ̇0[η(c0)]) = 0, W > 0

Ïåðåõîä îò ïåðåìåííûõ r, ṙ, η = ξ̇ ê ïåðåìåííûì r, ṙ, c óáåæäàåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî σ > 0

0 < ||r − r0||+ ||ṙ||+ ||η − ξ̇0|| < σ ⇒ W > 0.

Óñòîé÷èâîñòü âûòåêàåò èç òåîðåìû Ëÿïóíîâà.
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81.. Óäîáíûé âûáîð ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ
Çàïèøåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îòâå÷àåò ïîëíîìó óðàâíåíèþ âîçìóùåííîãî

äâèæåíèÿ:

(224)
{

dx
dt

= F (x)
F (0) = 0

ëèíåàðèçóåì åå:

(225)





dx
dt

= Ax

A = ∂F
∂x

∣∣∣
x=0

Îò (224) ìû ìîæåì ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé çàìåíû x = Sz ïåðåéòè ê ñèñòåìå

(226) dz

dt
= Λz

ïðè÷åì ìàòðèöà Λ èìååò âåðõíå-òðåóãîëüíûé âèä, òî åñòü íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà λ1· · ·λn, ãäå
λi ∈ C, ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ - íóëè, à ñâåðõó îò ãëàâíîé äèàãîíàëè íàõîäèòñÿ ÷òî-òî, íî â äàííûé
ìîìåíò íàì íå âàæíî ÷òî èìåííî (òàêîå ïðèâåäåíèå âñåãäà âîçìîæíî, òàê êàê ñóùåñòâóåò æîðäàíîâ âèä):

(227) Λ =




λ1 ∗
. . .

0 λn




Òåïåðü ïåðåéäåì ê çàäà÷àì äàííîãî ðàçäåëà, êîòîðûõ äâå:
Äàíà ôóíêöèÿ Φ(x) è ïåðâàÿ èç çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ôóíêöèþ V (x) òàêóþ, ÷òî

d(224)V

dt
= Φ(x)

(òî åñòü â ñèëó ñèñòåìû óðàâíåíèé (224)), à âòîðàÿ, â òîì ÷òîáû íàéòè ôóíêöèþ V (x) òîëüêî óæå â ñèëó
äðóãîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

d(225)V

dt
= Φ(x)

Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ëåãêîé, ÷åì ïåðâàÿ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷, äàâàéòå ðàçëîæèì ôóíêöèþ Φ(x) â ðÿä:

Φ(x) =
∑

Φj1···jn︸ ︷︷ ︸
÷èñëà

x1
j1 · · ·xn

jn

︸ ︷︷ ︸
îäíî÷ëåíû

ãäå x1
j1 · · ·xn

jn - ýòî êàêèå-òî îäíî÷ëåíû ñòåïåíè |j| = j1 + j2 + · · ·+ jn. Äàëåå
ãðóïïèðóåì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì è ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ ôîðìó Φm ñòåïåíè m, êîòîðóþ â ñëåäóþùåì
ðàâåíñòâå ïðîñòî çàïèøåì ÷åðåç ìóëüòèèíäåêñ:

(228) Φ(x) =
∞∑

m=0

Φm =
∞∑

m=0

∑

|j|=m

Φjx
j

ãäå j = (j1, · · ·, jn) (ýòè âûðàæåíèÿ è íàçûâàþòñÿ ìóëüòèèíäåêñîì),
|j| = j1 + · · ·+ jn è xj = x1

j1 · · ·xn
jn .

Òåïåðü, êîãäà ìû ïðèâåëè âûðàæåíèå äëÿ äàííîé íàì ôóíêöèè ê óäîáíîìó âèäó, íåîáõîäèìî êàê-òî
óïîðÿäî÷èòü ïîëó÷èâøèåñÿ îäíî÷ëåíû. Ëåã÷å âñåãî ýòî ñäåëàòü òàê íàçûâàåìûì ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì
ñïîñîáîì, òî åñòü êàêîé-òî îäíî÷ëåí
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îáúÿâëÿåòñÿ ñòàðøå äðóãèõ, à îñòàâøèåñÿ ñ íèì ñðàâíèâàþòñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, x1 - ñòàðøèé, òîãäà
ïîëó÷àåì: x1 > x2 > · · · > xn (çíà÷îê > çäåñü ïîíèìàåòñÿ êàê "ñòàðøå"). Òî åñòü ôàêòè÷åñêè ìû ïîëó÷èëè
àëôàâèòíûé ïîðÿäîê: A > B > C > · · ·.

Äàâàéòå ñåé÷àñ âîçüìåì äâà îäíî÷ëåíà, îäèí èç êîòîðûõ áîëüøå äðóãîãî è
ïîäóìàåì, ÷òî æå ñëåäóåò ñêàçàòü ïðî èõ èíäåêñû (ïîêàçàòåëè). Ïóñòü xj > xj′ . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü
èõ èíäåêñû, ðàññìîòðèì ïåðâûå ýëåìåíòû. Ïîëó÷èì, ÷òî îäèí èç íèõ ñòàðøå èëè ÷òî îíè ðàâíû. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå, áåðåì âòîðûå ýëåìåíòû è ñðàâíèâàåì óæå èõ è òàê äàëåå. Íî äàííûå ðàññóæäåíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü è â áîëåå êðàòêîì âèäå:

∃ k > 0 : j1 = j′1 ; · · · ; jk−1 = j′k−1 ; jk > j′k

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ëþáîé Φm - îäíîðîäíîé ôîðìû âñå îäíî÷ëåíû ìîæíî óïîðÿäî÷èòü.
Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå:

(229) d(225)

dt
Vm︸︷︷︸

íåèçâåñòíûå

= Φm︸︷︷︸
èçâåñòíûå

Íàïèñàòü òàêîå âîçìîæíî, òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ îò îäíîðîäíîé ôîðìû â ñèëó ëèíåéíîé ñèñòåìû (225)
òîæå åñòü îäíîðîäíàÿ ôîðìà òîé æå ñòåïåíè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü äàííîå óðàâíåíèå (229), ñäåëàåì
çàìåíó:

(230) x = Sz

Òîãäà ôóíêöèÿ Φm(x) ñîîòâåòñòâåííî äîëæíà ïðåîáðàçîâàòüñÿ â êàêóþ-òî äðóãóþ ôóíêöèþ Ψm(z). È ïî
òîìó æå ïðàâèëó ôóíêöèÿ Vm(z) ïðåîáðàçóåòñÿ â ôóíêöèþ Wm(z). Òîãäà ïîëó÷àåì:

(231) d

dt
zj =

d

dt
(z1

j1z2
j2 . . .zk

jk . . .zn
jn)

Ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ëåéáíèöà (òî åñòü îäèí ñîìíîæèòåëü äèôôåðåíöèðóåì, à îñòàëüíûå îñòàâ-
ëÿåì íà ìåñòå)

(232) d

dt
zj =

d

dt
(z1

j1z2
j2 . . .zk

jk . . .zn
jn) =

n∑

k=1

z1
j1z2

j2 . . .[jkzk
jk−1( λkzk +

∑

l>k

Λklzl)]. . .zn
jn

ïðîèçâîäíàÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íà÷íåòñÿ ñ λkzk, òàê êàê ïðî ìàòðèöó Λ ìû çíàåì, ÷òî îíà âåðõíåòðå-
óãîëüíàÿ.

Ñîáåðåì âìåñòå ïîä÷åðêíóòûå ëèíèåé ÷ëåíû (ýòî òå ÷ëåíû, êîòîðûå ñîäåðæàò Λ è ïîëó÷èì:

(233) d

dt
zj = (

∑

k

jkλk)z1
j1z2

j2 . . .zk
jk . . .zn

jn + !!! = (λ, j) zj + !!!

Òðåìÿ âîñêëèöàòåëüíûìè çíàêàìè ìû îáîçíà÷èëè ÷ëåíû ìëàäøåãî ïîðÿäêà (èëè ïðîñòî ìíîãî ìëàä-
øèõ îäíî÷ëåíîâ). Â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà ìû ïîëó÷èëè ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ãäå
λ = λ1, . . . , λn.

Âñïîìíèì, ÷òî ìû ðåøàåì óðàâíåíèå d(225)

dt
Vm = Φm, êîòîðîå â ðåçóëüòàòå çàìåíû x = δz ïðåîáðàçî-

âàëîñü â óðàâíåíèå

(234) d(225)

dt
Wm = Ψm

è äëÿ òîãî ÷òîáû åãî ðåøèòü, ìû äîëæíû ñîáðàòü âñå êîýôôèöèåíòû ïðè îäíî÷ëåíàõ (òî åñòü ïðè êàæäîì
zj) è ïðèðàâíÿòü òå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ê òåì, êîòîðûå ñòîÿò â ïðàâîé. Â
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ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâà â (234):

(235)




Ψm,0,0,...,0

· · ·
Ψm−1,1,0,...,0

· · ·
Ψ0,0,0,...,m




Ñëåâà â (234) ïîëó÷àòñÿ êàêèå-òî ëèíåéíûå âûðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ: Wm =
∑

Wj
mzj ,

òî åñòü ïîëó÷àåì òîæäåñòâà, êîòîðûå ðàâíîñèëüíû ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó ÷òî ñëåâà ñòîèò ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèö

(236)




λ1m 0
0 λ1(m− 1) + λ2 0

. . . 0
(λj , j)

∗ . . .
λnm







Wm,0,0,...,0

WJ

· · ·

W0,0,0,...,m




=




Ψm,0,0,...,0

· · ·
Ψj

Ψ0,0,0,...,m




òî åñòü óðàâíåíèå (234) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç |j| = m ñëåäóåò, ÷òî (λ, j)6=0, òî åñòü,
åñëè j1 + j2 + · · · + jm = m, òî j1λ1 + j2λ2 + · · · + jnλn 6=0.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé: m = 2. Ïóñòü

dV2

dt
= −(x1

2 + x2
2 + . . . + xn

2)

Èç ïðîäåëàííûõ âûøå âû÷èñëåíèé ñëåäóåò, ÷òî (λ, j)6=0 ïðè |j| = 2. Ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî ïðè
j = (0, . . . , 2, . . . , 0) èëè (òàê êàê ýòî ñòåïåíü) ïðè j = (0, 1, 0, . . . , 0, 1, 0 . . .). ×òîáû ðåøèòü íàøó ñèñòåìó,
íàäî ÷òîáû λi áûëè ëèáî

1). λi 6=0
ëèáî

2). λi + λj 6=0, ïðè i 6=j.
À òåïåðü íàðèñóåì êîìïëåêñíûå êîðíè, èñõîäÿ èç íàøèõ óñëîâèé (1) è (2): íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíî,

ãäå êîðíè ðàñïîëàãàòüñÿ íå ìîãóò. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü âñå Reλi < 0 (òî åñòü âñå êîðíè ëåæàò â ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè).

Òîãäà, êàê âèäíî èç ðèñóíêà ñâîéñòâà (1) è (2) âûïîëíåíû è ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò.
Òåïåðü îòâåòèì íà òàêîé âîïðîñ: Ìîæåò ëè V2 ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ? Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ìîæåò, òîãäà îíà ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå è â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òîé òî÷-
êè. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ýòî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (åñëè îíà ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî íà
êàêîì-òî ëó÷å), òîãäà V = −V2 óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè, êî-
òîðàÿ ðàññìàòðèâàëàñü íàìè ðàíåå, òî åñòü −V2 ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à åå ïðîèçâîäíàÿ
dV
dt

=
∑

xi
2 - ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü, à

áûëî äîêàçàíî, ÷òî êîãäà Reλi < 0 äîëæíà áûòü óñòîé÷èâîñòü. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ñòàëî áûòü, èìååì V2>0. Ïîýòîìó V2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

V2 =
∑

l1
2 + . . . + lp

2,

ãäå li � ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ôîðìû (ýòî ïðèâåäåíèå ê ãëàâíûì îñÿì) Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ áóäåò âûãëÿäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(237) V̇2 = 2
p∑

i=1

li l̇i

∣∣∣∣∣
l1=l2=...=lp=0

= 0
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Î÷åâèäíî, ÷òî îíà ðàâíà íóëþ, åñëè âñå ôóíêöèè li îáðàùàþòñÿ â íóëü. Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî

dV2

dt
= −(x1

2 + x2
2 + . . . + xn

2)

ïî óñëîâèþ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íóëü íóëü ïðîèçâîäíîé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âñå lp ëèíåéíî íåçàâèñèìû è èõ n øòóê, è ïîýòîìó V2 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Òåïåðü âû÷èñëèì dV2
(224)

dt
â ñèëó èñõîäíîé ñèñòåìû

dx

dt
= Ax +

∑

|j|>=2

Fjx
j

ãäå Fj - ýòî âåêòîð (à íå ÷èñëî). Òîãäà ïîëó÷èì:

dV2
(224)

dt
= −(x1

2 + x2
2 + . . . + xn

2) + D3 + D4 + . . .

Di- îäíîðîäíûå ôîðìû ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè, òî åñòü
Di = o (x1

2 + x2
2 + . . . + xn

2). Òàê êàê çíàê ýòîé ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ãëàâíîãî ñëàãàåìîãî, êî-
òîðûé âñåãäà 6 0, òî ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî dV2

(224)

dt
- îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Íî V2 îñòàåòñÿ ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Òîãäà ïîïàäàåì â óñëîâèÿ òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè, èç êîòîðîé
ñëåäóåò, ÷òî óñòîé÷èâîñòü áóäåò è â íåëèíåéíîé ñèñòåìå.

82.. Òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè.
Â ýòîé ëåêöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü "ïîëíóþ"ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ("ïîëíóþ� íå â

ñìûñëå ðàçðåøèìóþ îòíîñèòåëüíî âñåõ ïåðåìåííûõ, à â ñìûñëå íåëèíåàðèçîâàííóþ) è ëèíåàðèçîâàííóþ:

(238) dx

dt
= Ax +

∑

|j|>2

Fjx
j ;

(239) dx

dt
= Ax.

Êðîìå òîãî èìååì íåêóþ îäíîðîäíóþ m�ôîðìó Wm =
∑

|j|=m

Wjx
j . Íàïîìèíàåì îáîçíà÷åíèÿ: xj =

xj1
1 ...xjn

n ; |j| = j1 + ... + jn; dïîëí
dt

è dëèí
dt

� ïðîèçâîäíûå â ñèëó ñèñòåì (238) è (239) ñîîòâåòñòâåííî.
Çàïèøåì ïðîèçâîäíóþ ôîðìû Wm â ñèëó ñèñòåìû (239)

(240) dëèíWm

dt
= Φm

è â ñèëó ñèñòåìû (238)

(241) dïîëíWm

dt
= Φm + Ψm+1 + Ψm+2 + ... ,

ãäå Ψm+1, Ψm+2 �ôîðìû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ÷åì m. Êàê îòìå÷àëîñü â ïðîøëîé ëåêöèè, åñëè çàäàíà
Φm, òî Wm çàâåäîìî ìîæíî íàéòè, òîëüêî åñëè |j| = m, òî (λ, j) 6= 0, ãäå λ âåêòîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìàòðèöû A, à j = (j1, ..., jn). Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (λ, j) 6= 0 çàäàåò â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå
Cn{λ} âñå, êðîìå íåñêîëüêèõ ïëîñêîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðàì j.

Êñòàòè, âîò íåñêîëüêî çàäà÷ ïî ïîâîäó:
Çàäà÷à 1. Êàê è êîãäà ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå dëèíW

dt
= Φ =

∑

m>2

Φm?
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Çàäà÷à 2. Êàê è êîãäà ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå dïîëíW
dt

= Φ =
∑

m>2

Φm?

Íàïîìèíàåì, ÷òî åñëè ó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λk ìàòðèöû A ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû âñå Reλk < 0, òî
è ëèíåéíàÿ, è ïîëíàÿ ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû.

Òåîðåìà. Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî λk òàêîå, ÷òî Reλk > 0, òî íåóñòîé÷èâû è ïîëíàÿ è ëèíåéíàÿ
ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî: áóäåì ïîäãîíÿòü ïîä òåîðåìó Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè, ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì
âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(242) dx

dt
= Bx , ãäå ìàòðèöà B = A− κ

2
E, κ > 0.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû B, î÷åâèäíî, áóäóò òàêèìè: µi = λi − κ2 . Îíè îòëè÷àþòñÿ îò λi ñìåùåíèåì
âëåâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà κ/2(ðèñ. ??).

Áóäåì èñêàòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó V òàêóþ, ÷òî

(243) dâñïîìV

dt
=

∑
x2

i .

Ñåé÷àñ |j| = 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñòü ëèáî îäèí îäíî÷ëåí â ñòåïåíè 2, ëèáî äâà îäíî÷ëåíà â ïåðâîé
ñòåïåíè. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ âîïðîñà, êàê îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

(244)
∑

µpjp 6= 0 ⇐⇒
∑

λpjp 6= κ .

(Îáðàòèòå âíèìàíèå íå κ/2, à κ. ÝÒÎ ÍÅ ÎÏÅ×ÀÒÊÀ.) Ïîêà ìû íå îãîâàðèâàëè êàêèì ìîæåò áûòü κ.
Âñåãäà ìîæåì âçÿòü òàêóþ 0 < κ < 2Reλk (çäåñü òî ñàìîå λk, ó êîòîðîãî ìàêñèìàëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü. Ýòî íàäî ïîìíèòü!), ÷òî áóäåò âûïîëíåíî (244). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ìû
âû÷èñëèì â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè (244) ñóììó è ó íàñ áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî âàðèàíòîâ, ÷åìó íå äîëæíî
áûòü ðàâíî κ. Îòñþäà è âûáèðàåì κ.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ V , ÷òî
∑

x2
i =

dâñïîì

dt
V =

dëèí

dt
V − κ

2

∑ ∂V

∂xi
xi .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∑ ∂V

∂xi
xi = 2V ïîëó÷àåì

(245) dëèíV

dt
= κV +

∑
x2

i .

Íàì íóæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè èç ïîçàïðîøëîé ëåêöèè. Ïîëîæèòåëüíîñòü
κ óæå îáóñëîâëåíà íàøèì âûáîðîì. Êðîìå òîãî, âûïîëíåíî W > 0 � ò.ê. â íàøåì ñëó÷àå W =

∑
x2

i .
Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî V ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ â ëþáîé ïðîêîëîòîé ñêîëü óãîäíî
ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà:
1 âàðèàíò: V îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà −V áóäåò ó íàñ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà, ïðè÷åì

dâñïîì

dt
(−V ) = −

∑
x2

i .

Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, à åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (242) � îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëÿïóíîâà âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà (242) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâà. ×òî íå âåðíî, òàê êàê ìû ñìåñòèëè λk ñ ìàêñèìàëüíîé ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ íà
κ/2 < Reλk. Ò.î. íàëèöî ïðîòèâîðå÷èå.
2 âàðèàíò: V 6 0, íî íå îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà (ò.å. ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 íå òîëüêî â íóëå). Òîãäà,
êàê â ïðîøëîé ëåêöèè, èìååì

V = −
p0∑

p=1

l2p, ãäå p0 < n

91



ß.Â.Òàòàðèíîâ 03.02.08: êóðñ äëÿ îòäåëåíèÿ ìåõàíèêè, 2008 ãîä 92

ãäå lp íåêèå ëèíåéíûå ôîðìû. Äàëåå èìååì

dâñïîì

dt
V = −2

∑
lp l̇p = 0|âñå lp=0 .

Ò.å. ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû (242) îáðàùàåòñÿ â íóëü íå òîëüêî â íóëå, íî è íà
íåêîòîðîì ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû V (ñì. (243)).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà íåóñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû. Òåïåðü âû÷èñëèì

(246) dïîëí

dt
V = κV +

(∑
x2

i + D3 + D4 + ...
)

,

ãäå D3, D4 � ÷ëåíû, âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà. Ò.î. åñëè
∑

x2
i ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî âñå âûðàæåíèå

â ñêîáêàõ îñòàíåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè. Ïî òåîðåìå Ëÿïóíîâà, ïîëíàÿ
ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà.

. Íåóñòîé÷èâîñòü ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.
Äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ó íàñ åñòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

(247) d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= −∂V

∂qi
+

d

dt

∂W

∂q̇i
− ∂W

∂qi
− ∂Φ

∂q̇i
,

ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, Φ � äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ Ðýëåÿ (êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñêîðî-
ñòåé), W � îáîáùåííûé ïîòåíöèàë ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë, V � ïðîñòî ïîòåíöèàë. Èëè êîðî÷å

(248) d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
=

∂Φ
∂q̇

, ãäå L = L2 + L1 + L0.

Íàïîìíèì, ÷òî q = 0 � ðàâíîâåñèå ñèñòåìû, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂V
∂qi

∣∣∣
0

= 0 (êðèòè÷åñêàÿ

òî÷êà). Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà íåâûðîæäåíà, åñëè
∣∣∣∣d

2V
dqi

2 qj

∣∣∣∣
0

6= 0.
Äâèæåíèå òîëüêî ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíûõ ñèë â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

îïèñûâàåòñÿ òàê

(249) ξ̈i + Λiξi = 0 .

Íåâûðîæäåííîñòü êðèòè÷åñêîé òî÷êè ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî âñå Λi 6= 0. Åñëè Λi > 0 òî áóäóò íîðìàëüíûå
êîëåáàíèÿ. ×èñëî îòðèöàòåëüíûõ Λi íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè(ïî Ïóàíêàðå).

Åñëè ê ïîòåíöèàëüíûì ñèëàì äîáàâèòü ãèðîñêîïè÷åñêèå è äèññèïàòèâíûå, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè áóäóò âûãëÿäåòü òàê

ξ̈ + Dξ̇ + diag(Λ1, ..., Λn)ξ = 0 ,

ãäå D íåêîòîðàÿ ìàòðèöà. Âåñü ñìàê â òîì, ÷òî íåâàæíî, êàêàÿ îíà!!
Òåîðåìà 1. Åñëè ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè íå÷åòíàÿ, òî êàêèå áû íå áûëè ãèðîñêîïè÷åñêèå è (èëè)

äèññèïàòèâíûå ñèëû, ðàâíîâåñèå îñòàíåòñÿ íåóñòîé÷èâûì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè è äëÿ òî÷íûõ óðàâ-
íåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî: íàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

(250) ∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

λ2 + Λ1 + λd11 λdij

λ2 + Λ2 + λd22

...............

λdij λ2 + Λn + λdnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ2n + ...
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ñìîòðèì ∆(0) = Λ1...Λn < 0, ò.ê. ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè íå÷åòíàÿ. À ∆(+∞) > 0 (ðèñ. ??). ñóùåñòâóåò
λ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà â ëþáîì ïðèáëèæåíèè.

Òåîðåìà 2. Åñëè ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè ÷åòíàÿ, òî ïîñëå äîáàâëåíèÿ îäíèõ òîëüêî ãèðîñêîïè÷åñêèõ
ðàâíîâåñèå ìîæåò ñòàòü óñòîé÷èâûì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè õîòÿ áû îäèí ïðèìåð. Âîò îí
{

ẍ = αx,

ÿ = βy, α, β > 0.

Çäåñü áóäåò íàáëþäàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò. Äîáàâèì ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû:
{

ẍ = αx + νẏ,

ÿ = βy − νẋ .

Ýòà ñèñòåìà óæå óñòîé÷èâà ïðè íåêîòîðûõ ν. Äîïîëíèòåëüíûé âîïðîñ íà ýêçàìåíå: "Ïðè êàêèõ èìåííî?"
Òåîðåìà 3. Åñëè ïîìèìî ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë (ñì. òåîðåìó 2) äîáàâèòü ñèëû ñ ïîëíîé äèññèïàöèåé,

òî îñòàíåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü (ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè íå âàæíà!!!)
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðèìåíÿòü âòîðóþ òåîðåìó Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè. Âîçüìåì ôóíêöèþ

Ëÿïóíîâà V = −H − β
∑

Λiξiξ̇i. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ̈i = −Λiξi + ..., íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè Ëÿïó-
íîâà:

(251) dV

dt
= 2Φ− β

∑
Λiξ̇

2
i + β

∑
Λ2

i ξ
2
i + ...

Ïîëó÷àåì, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî ïî êîîðäèíàòàì, à ïåðâûå äâà ìîãóò îêàçàòüñÿ
ïîëîæèòåëüíûìè, ò.ê. åñòü Λi < 0

83.. Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê. Âûâîä óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïÿòüþ ñïî-
ñîáàìè:

1. èç îáùèõ òåîðåì äèíàìèêè (òðè âàðèàíòà),

2. èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà,

3. èç óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà.

Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê � ýòî òåëî â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, çàêðåïëåííîå â îäíîé òî÷êå.
¾Òðè âàðèàíòà¿ òàêèå: (a) èç òåîðåìû îá èçìåíåíèÿ ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè çàêðåïëåíèÿ ìàÿò-

íèêà, (á) èç òåîðåìû îá èçìåíåíèÿ èìïóëüñà è îá èçìåíåíèè ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ (ïðèäåòñÿ
èñêëþ÷àòü ðåàêöèþ), (â) èç èíòåãðàëà ýíåðãèè.

Âñå îñòàëüíîå � ñàìîñòîÿòåëüíî. Î÷åíü ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ õîðîøåãî çàïîìèíàíèÿ ðåçóëüòàòà.
Äëÿ óíèôèêàöèè îáîçíà÷åíèé: öåíòð ìàññ S íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè l îò íåïîäâèæíîé òî÷êè O, Â

òî÷êå O ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxy, ïðè÷åì Oey èäåò ââåðõ. OS îòêëîíÿåòñÿ íà óãîë ϕ

îò íàïðàâëåíèÿ âíèç, Ìàññà òåëà M Ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè S IS = Mρ2, ãäå ρ � ðàäèóñ
èíåðöèè. Òîãäà

L =
M

2
(lϕ̇)2 +

1
2
Mρ2ϕ̇2 + Mgl cos ϕ.

84.. Ïðèâåäåííàÿ äëèíà è âçàèìíîñòü òî÷êè ïîäâåñà è öåíòðà êà÷àíèÿ (òåî-
ðåìà Ãþéãåíñà).

Ïðèâåäåííàÿ äëèíà - ýòî äëèíà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, êîòîðûé äâèæåòñÿ òàê æå, êàê ðàññìàò-
ðèâàåìûé ôèçè÷åñêèé. Åñëè åå îòëîæèòü îò òî÷êè ïîäâåñà â ñòîðîíó öåíòðà ìàññ, òîò ïîëó÷èòñÿ öåíòð
êà÷àíèÿ. Åñëè òåïåðü ïîäâåñèòü òåëî çà íåãî, äâèæåíèå áóäåò òàêèì æå, êàê ó èñõîäíîãî.
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85.. Èíòåãðèðîâàíèå çàäà÷è Êåïëåðà â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ.
Â ïëîñêîé çàäà÷å Êåïëåðà ïðè m = 1 ëàãðàíæèàí , èíòåãðàë ýíåãðèè è öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë òàêîâû:

L =
1
2

(ṙ2 + r2ϕ̇2) +
µ

r
, H =

1
2

(ṙ2 + r2ϕ̇2)− µ

r
= h, ṙ2ϕ̇ = c.

Äàëüíåéøåå � êàê áûëî â äèíàìèêå òî÷êè.

86.. Èíòåãðèðîâàíèå çàäà÷è Êåïëåðà ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.
Ãàìèëüòîíèàí

H =
p2

r

2
+

p2
ϕ

2r2
− µ

r
.

Çäåñü îòñóòñòâóåò âðåìÿ è îòäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå pϕ, ϕ : f ≡ pϕ. Ïîëîæèì f(P2) = P2 (äëÿ öèêëè÷å-
ñêèõ ïåðåìåííûõ ýòî âñåãäà ïîäõîäèò), h(P ) = P1.

S = F (ϕ,P2)− P1t + S̃(r, P1, P2).

Òîãäà ∂F
∂ϕ = P2 ⇒ F = P2ϕ è

1
2

(
∂S̃

∂r

)2

+
P 2

2

2r2
− µ

r
= P1,(252)

S̃ =

r∫

r(P )

√
2P1 − P 2

2

r2
+

2µ

r
dr,(253)

S = P2ϕ +

r∫

r(P )

√
2P1 − P 2

2

r2
+

2µ

r
dr.(254)

Ñìåøàííûå ôîðìóëû êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

pϕ =
∂S

∂ϕ
= P2, pr =

∂S

∂r
=

√
2P1 − P 2

2

r2
+ 2

µ

r
,(255)

Q1 =
∂S

∂P1
=

∫
dr√

2P1 − P 2
2

r2 + µ
r

,(256)

Q2 =
∂S

∂P2
= ϕ +

∫
−P2

r2

dr√
2P1 − P 2

2
r2 + 2µ

r

.(257)

Ïðîâåäåì àíàëèç ïîñëåäíåé ôîðìóëû. Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå

2P1 − P 2
2

r2
+

2µ

r
= 2P1 +

µ2

P 2
2

−
(

P2

r
− µ

P2

)2

.

Îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü 2P2 + µ2/P 2
2 > 0. Ïîëîæèì

q =
P2

r
− µ

P2
, r =

P2
µ
P2

+ q
.

Èíòåãðèðîâàòü óäîáíî îò rmin, qmax. Çàìåòèì, ÷òî −P2
r2 dr = dq, òàê ÷òî íàø èíòåãðàë ïðèîáðåòàåò âèä

Q2 = ϕ +

q∫

qmax

dq√
2P1 + µ2

P 2
2
− q2

,
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è ïîñëå çàìåíû q =
√

2P1 + µ2/P 2
2 sin ξ ïðèõîäèì ê Q = ϕ + ξ − π/2. Ïîýòîìó

ξ =
π

2
+ Q− ϕ, q =

√
2P1 +

µ

P 2
2

cos(ϕ−Q2),(258)

r =
P 2

2

µ

/
1 +

√
1 +

2P1P 2
2

µ2
cos(ϕ−Q2)


 .(259)

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îðáèòû:
r =

p

1 + e cos(ϕ−Q2)
.

Ïðè ýòîì ìû âûÿñíèëè ñìûñë âåëè÷èíû p : ýòî ðàäèóñ êðóãîâîé îðáèòû ñ äàííîé ïîñòîÿííîé ïëîùà-
äåé P2, ïðè÷åì â ýëëèïòè÷åñêîì äâèæåíèè ýòî ðàññòîÿíèå äîñòèãàåòñÿ íà óãëîâîì ðàññòîÿíèè π/2 îò
ïåðèöåíòðà. Óãîë Q2 åñòü ïîëÿðíûé óãîë ïåðèöåíòðà.

Ôîðìóëà, ñîäåðæàùàÿ Q1, ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà äàëüøå âïëîòü òî ââåäåíèå ïåðåìåííûõ
äåéñòâèå-óãîë ÷åðåç òàê íàçûâàåìóþ ýêñöåíòðè÷åñêóþ àíîìàëèþ. Íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

87.. Ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê. Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ.
Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ñôåðå â ïîëå òÿæåñòè: M = {x2 + y2 + z2 = r2}, F = −mgez. Â ñôåðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ θ è ψ

(260) L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgz = T − V ==

mr2

2
(θ̇2 + sin2 θψ2)−mgr cos θ.

Èíòåãðàë ýíåðãèè H = T + V = mgrh1. Â âûðàæåíèè L ïåðåìåííàÿ ψ îòñóòñòâóåò. Îòñþäà

J = mr2 sin2 θψ̇ = mr2c1

(öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë). Âèäíî, ÷òî ïðè c1 6= 0 ôóíêöèÿ ψ(t) ìîíîòîííà. Íàéäåì îáëàñòü âîçìîæíîñòè
äâèæåíèÿ Mh

c , äëÿ ýòîãî èñêëþ÷èì ψ̇ èç èíòåãðàëîâ J è H :

mr2

2

(
θ̇2 +

c2
1

sin2 θ

)
+ mgr cos θ = mgrh1, Mh

c =
{

mr2

2
c2
1

sin2 θ
+ mgr cos θ 6 mgrh1

}
.

Â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñòîèò òàê íàçûâàåìûé ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë, â ïðàâîé � ýíåðãèÿ. Íåðàâåí-
ñòâî Vc 6 h íå ñîäåðæèò ψ è âûñåêàåò îòðåçîê ïî θ (êîòîðûé ìîæåò âûðîäèòüñÿ â òî÷êó ëèáî ïóñòîå
ìíîæåñòâî):

dθ

dt
= ±

√
2g

r
(h1 − cos θ)− c2

1

sin2 θ
.

Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî â òî÷íîñòè íà Mh
c . Ïðè äâèæåíèè ϕ ðàñòåò, à θ êîëåáëåòñÿ

â ïðåäïèñàííûõ çàäàííûìè c è h ïðåäåëàõ. Òðàåêòîðèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå çàìêíåòñÿ. Ïîõîæåå ìû
íàáëþäàëè â ñëó÷àå öåíòðàëüíîãî ïîëÿ ñèë.

88.. Âîë÷îê Ýéëåðà
Âðàùàåòñÿ òâåðäîå òåëî ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Äàíî, ÷òî ìîìåíò âíåøíèõ ñèë ðàâåí 0.

dΛ
dt

= 0,
dT

dt
= 0

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Λ = const, T = const.
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Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà:

(261) A
dp

dt
+ (C −B)qr = 0 , B

dq

dt
+ (A− C)rp = 0 , C

dr

dt
+ (B −A)pq = 0.

Ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ ýòîé ñèñòåìû

(262)
{

T = 1
2 (Ap2 + Bq2 + Cr2) = h

Λ2 = A2p2 + B2q2 + C2r2 = 2hD

Ôèêñèðóåì T = h è ðàññìîòðèì ñóæåíèå ôóíêöèè F = Λ2 íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè (ðèñóåì óðîâíè F

íà ìíîãîîáðàçèè T = h). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A < B < C. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè
F íà T = h, ïðèìåíèâ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ñ íåîïðåäåëåííûìè ìíîæèòåëÿìè, è óâèäèì, ÷òî âîçìîæíû
òðè ñëó÷àÿ:
1) q = r = 0, p = ±

√
2h
A , F = 2hA � ìèíèìóì.

2) p = q = 0, r = ±
√

2h
C , F = 2hC � ìàêñèìóì.

3) r = p = 0, q = ±
√

2h
B , F = 2hB. Âáëèçè ïîñëåäíåé òî÷êè èìååì bq2 = 2h−Ap2 − Cr2, òàê ÷òî

F = 2hB + A(A−B)p2 + C(C −B)r2

Âòîðîå ñëàãàåìîå ìåíüøå íóëÿ, à òðåòüå áîëüøå. Âèäèì ñåäëîâóþ òî÷êó.
Äðóãèå òî÷êè � ìàêñèìóìû èëè ìèíèìóìû F íà T = h.

Ëþáîå èç óðàâíåíèé (261) ïîçâîëÿåò ðàññòàâëÿòü ñòðåëêè íà ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ.
Èäåÿ ðåøåíèÿ(261). Ñèñòåìà (262) ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî p2, q2, r2. Âûðàæàåì èç íåå

q2 = ϕ(p2, h, D) , r2 = ψ(p2, h, D)

è ïîäñòàâëÿåì â dp
dt

= B−C
A qr. Â èòîãå ïîëó÷àåì

dp

dt
= ±B − C

A

√
ϕ
√

ψ

89.. Ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ è ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ â çàäà÷å Ýéëåðà.
Åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè íàïðàâèòü ïî ãëàâíîé îñè, òî òåëî ñòàíåò ðàâíîìåðíî

âðàùàòüñÿ âîêðóã íåå (ïåðìàíåíòíîå âðàùåíèå).
Ïóñòü A = B â ñëó÷àå Ýéëåðà. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó îá èçìåíåíèè ïðîåêöèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà íà

îñü äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè:
C

dr

dt
= 0

Ñëåäîâàòåëüíî, r = const. Åñëè âñïîìíèòü ïðåäñòàâëåíèå Ïóàíñî, òî ïîëó÷àåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ
âîêðóã âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.

90.. Âîë÷îê Ëàãðàíæà. Âûâîä èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ
îáùèõ òåîðåì äèíàìèêè.

Âîë÷îê Ëàãðàíæà �ýòî òâåðäîå òåëî
1) ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé;
2) äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå (A = B)
3) öåíòð ìàññ åãî íàõîäèòñÿ íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè òåëà âîñïîëüçóåìñÿ óãëàìè Ýéëåðà. Îñü ζ íàïðàâèì âäîëü îñè äèíàìè-
÷åñêîé ñèììåòðèè, îñüþ ξ áóäåò îñü óçëîâ, à η äîïîëíÿåò èõ äî ïðàâîé òðîéêè. Ãëàâíûé ðåïåð ïðè ýòîì
áóäåò îðèåíòèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîð e3 íàïðàâëåí âäîëü ζ è ñîñòàâëÿåò óãîë θ (óãîë íóòà-
öèè) ñ îñüþ z, âåêòîð e1 èìååò óãîë ϕ ñ îñüþ ξ. Îñü óçëîâ ξ îòêëîíåíà îò ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ
e1 íà óãîë ψ. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü

ω = θ̇eξ + ψ̇ez + ϕ̇eζ θ̇eξ + ψ̇ sin θeη + (ϕ̇ + ψ̇ cos θ)eζ .

Â ñèëó òîãî, ÷òî A = B, ðåïåð eξeηeζ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, õîòÿ è íåæåñòêî ñâÿçàí ñ òåëîì (îí ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì â êàæäîå ìãíîâåíèå âðåìåíè). Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ Λ ñîõðàíÿåòñÿ:

(263) Λ = Aθ̇eξ + Aψ̇ sin θeη + C(ϕ̇ + ψ̇ cos θ)eζ

Ïîñêîëüêó ñèëà òÿæåñòè âåðòèêàëüíà, à åå ìîìåíò ãîðèçîíòàëåí, èìååì

(264) Λz = Aψ̇ sin2 θ + C(ψ̇ cos θ + ϕ̇) cos θ = c

Èç òîãî, ÷òî öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, ïîëó÷àåì

(265) Λζ = C(ϕ̇ + ψ̇ cos θ) = k

Íàêîíåö, èç
dT

dt
= (Mg · vS) + (R · vO) = −Mgż,

âûòåêàåò èíòåãðàë ýíåðãèè

(266) T + V =
1
2
(ω ·Λ) + Mgl cos θ = h

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî c, k, h (èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé). Íàéäåì

(267) ψ̇ =
c− k cos θ

A sin2 θ
, ϕ̇ =

1
C

(k − Cψ̇ cos θ)

Ïîäñòàâèì âñå â (266):

(268) A

2
θ̇2 +

(c− k cos θ)2

2A sin2 θ
+ Mgl cos θ = h− k2

2C

Ïîëó÷èëè êîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû:

Aθ̇2

2
+ Vck(θ) = h′

Íà èíòåðâàëå îò 0 äî π ôóíêöèÿ Vck(θ) èìååò òîëüêî îäèí ìèíèìóì (ìàêñèìóìîâ íå áóäåò) � ýòî íàäî
äîêàçàòü (ïîòîì). Èíåòãðèðîâàíèåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ θ(t), ψ(t), ϕ(t).

91.. Âîë÷îê Ëàãðàíæà. Âûâîä èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ
òåîðåì ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà.

Íó ÷òî... L = T − V, èíòåãðàë ßêîáè-Ïåíëåâå, êîòîðûé çäåñü ïðîñòî èíòåãðàë ýíåðãèè, öèêëè÷åñêèå
èíòåãðàëû...
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92.. Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà. Òèïû
ïîâåäåíèÿ îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè.

Ïðîñëåäèì çà ïîâåäåíèåì îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ýòà îñü çàäàåòñÿ óãëàìè θ è ψ. Áóäåì ðèñî-
âàòü íà åäèíè÷íîé ñôåðå òðàåêòîðèþ êîíöà âåêòîðà eζ .

Âûÿñíèì îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ äëÿ θ. Îáîçíà÷èì u = cos θ, u ∈ (−1, 1). Çàïèøåì óñëîâèå
V 6 h′:

(269) Mglu +
(c− ku)2

2A(1− u)2
6 h′ ⇐⇒ f(u) = 2MglA(u2 − 1)u + 2h′A(1− u2)− (c− ku)2 > 0

Ôóíêöèÿ f(u) ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì. Íà ãðàíèöàõ

f(±1) = −(c− ku)2 < 0

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: Mc,k,h′ � îòðåçîê, Mc,k,h′ � òî÷êà (ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ), Mc,k,h′ � ïóñòîå
ìíîæåñòâî.

Äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â ïîëîñå ìåæäó θ1 è θ2 íà ñôåðå. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
à) Åñëè c− k cos θ ñîõðàíÿåò çíàê è íèãäå íå ðàâåí íóëþ íà [θ1, θ2], òî ψ ìîíîòîííà.
á) Åñëè ψ̇ ìåíÿåò çíàê, òîãäà êîíåö âåêòîðà ðèñóåò òðàåêòîðèþ ñ ïåòëÿìè.
â) Ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé: åñëè ψ̇ = 0 íà ãðàíèöå.
Íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ψ̇ = 0 íà ãðàíèöå, òî òîëüêî íà âåðõíåé. Ôóíêöèÿ ψ̇ = 0 òîëüêî òîãäà, êîãäà

cos θ′ = c/k. Âûÿñíèì ðàñïîëîæåíèå òî÷êè θ′, äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ

(270) dV

dt

∣∣∣∣
θ′

= −Mgl sin θ′ + (c− k cos θ′)(. . .) = −Mgl sin θ′ < 0

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî θ′ íàõîäèòñÿ ëåâåå ìèíèìóìà è åñëè ïîïàäàåò íà ãðàíèöó, òî òîëüêî íà âåðõíþþ.

93.. Ðåãóëÿðíûå ïðåöåññèè.
Ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà θ = const, ψ̇ = const, ϕ̇ = const. Ðàññìîòðèì òåîðåìó

îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè, êîãäà äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà
òÿæåñòè:

dΛ
dt

= [leζ ×−Mgez] = Mgl [ez × eζ ]

Âû÷èñëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè äëÿ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè:

dΛ
dt

= Aψ̇ sin θėη + C(ϕ̇ + ψ̇ cos θ)ėζ =

= −Aψ̇2 sin θ cos θeξ + C(ϕ̇ + ψ̇ cos θ) sin θψ̇eξ

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî áûëî ïîëó÷åíî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

ėη,ζ =
[
ψ̇ez × eη,ζ

]

Òåïåðü ïîëó÷àåì, ÷òî
ψ̇ sin θ

(
(C −A) cos θψ̇ + Cϕ̇

)
eξ = Mgl sin θeξ

Ñëó÷àè, êîãäà θ = 0 èëè θ = π, íå èíòåðåñíû (ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå). Ïóñòü 0 < θ < π, òîãäà

ψ̇
(
(C −A) cos θψ̇ + Cϕ̇

)
= Mgl
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Ïî íàêëîíó è ñêîðîñòè ïðåöåññèè íàõîäèì ñîáñòâåííîå âðàùåíèå:

(271) Cϕ̇ =
Mgl

ψ̇
+ (A− C) cos θψ̇

Åñëè çàäàòü óãëîâóþ ñêîðîñòü, ìîæíî íàéòè óãîë íàêëîíà

(272) cos θ =
Mgl − Cϕ̇ψ̇

(C −A)ψ̇2

94.. Âîë÷îê Ëàãðàíæà. Ïðèâåäåíèå ïî Ðàóñó.
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû

T =
1
2
[Aθ̇2 + Aψ̇2 sin θ + C(ϕ̇ + ψ̇cosθ)]

Çàìåòèì, ÷òî ∂T
∂ψ̇

= 0, ∂T
∂ϕ̇

= 0. Åñëè ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèÿ îáùåé òåîðèè, òî x1 = θ, ξ2 = ψ, ξ3 = ϕ.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû è óãëîâîé ñêîðîñòè äàþò ñëåäóþùåå:

δA = (G0, δω), ω = ψ̇ez + ϕ̇eϕ + θ̇e⊥ ⇒ δA = (G0,ez)δψ + (G0, eγ)δϕ + (G0, e⊥)δθ

Òåïåðü (G0,ez) = Qψ = Q2, (G0, eρ) = Qϕ = Q3, (G0, e⊥) = Qθ = Q1.

Íàì íóæíî, ÷òîáû áûëî (ïðåäïîëîæåíèå 2 îáùåé òåîðèè) Qψ = Qϕ = 0 Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé - ìîìåíò
ñèëû òÿæåñòè, êîãäà öåíòð ìàññ ëåæèò íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè: L = T + Mgl cos θ.

Áóäåì èñêàòü Rc = ν − 1
2 (N−1(c− n), c− n), èñêëþ÷àÿ ψ, ϕ: òîãäà ν = A

2 θ̇2 −Mgl cos θ,

N =
∥∥∥∥
A sin2 θ + C cos2 θ C cos θ

C cos θ C

∥∥∥∥ , N−1 =
1

AC sin2 θ

∥∥∥∥
C −C cos θ

−C cos θ A sin2 θ + C cos2 θ

∥∥∥∥

Ôóíêöèÿ Ðàóñà:

Rck =
1
2
Aθ̇2 −Mgl cos θ − 1

2
(c− k cos θ))2

A sin2 θ
− k2

2C

Ïîñëåäíèå 3 ñëàãàåìûõ áåç ìèíóñà � ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë Vck(θ).
Èñêëþ÷àåì òîëüêî ϕ :

Rk =
A

2
(θ̇2 + ψ̇2 sin2 θ)−Mgl cos θ + kψ̇ cos θ

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèé, ýòî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñôåðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà äîïîëíèòåëüíûìè ëè-
íåéíûìè ïî ñêîðîñòÿì ñëàãàåìûìè.

95.. Çàäà÷à î äâèæåíèè ýëåêòðîíà ïî ñôåðå â ïîëå ìàãíèòíîãî çàðÿäà è
ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå êàê ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà äëÿ âîë÷êà
Ëàãðàíæà.

Ñèëà Ëîðåíöà çäåñü
F =

q

c

[
ṙ × µ

r3

]
, (E = 0, B =

µ

c
er).

Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà:

δA = (F , δr) , ṙ = ṙer + rθ̇eθ + r sin θψ̇eψ ⇒ δr = δrer + rδθeθ + r sin θδψeψ
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Òåïåðü

F =
q

c

∣∣∣∣∣∣

er eθ eϕ

ṙ rθ̇ r sin θψ̇
µ
r2 0 0

∣∣∣∣∣∣
==

µ

c

1
r2

sin θϕ̇reθ − qµ

c

1
r2

rθ̇eϕ

Ïîëó÷àþòñÿ îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíûå ñèëû:

δA =
µq

c
[sin θψ̇δψ − sin θθ̇δψ] = δ

[µq

c
cos θψ̇

]
.

Çàïèøåì ëàãðàíæèàí äâèæåíèÿ â ïîëå ìàãíèòíîãî çàðÿäà:

L =
m

2
[r2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θψ̇2]− µq

c
cos θψ̇

è íàëîæèì ñâÿçü r = const :

L =
mr2

2
(θ̇2 + sin2 θψ̇2) +

µq

c
cos θψ̇

Îñòàëîñü ýòî ñðàâíèòü ñ ôóêíöèåé Ðàóñà âîë÷êà Ëàãðàíæà ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ òîëüêî óãëà ïðåöåññèè.

96.. Ïëîñêàÿ îãðàíè÷åííàÿ êðóãîâàÿ çàäà÷à òðåõ òåë.
Äâå ìàññû m1 = M − µ è m2 = µ äâèæóòñÿ â ñîãëàñèè ñ çàêîíîì òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà (çàäà÷à äâóõ

òåë). Êðîìå òîãî, â ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ åùå òðåòüÿ ìàññà m3 = m, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì
ñèë ïðèòÿæåíèÿ ê ïåðâûì äâóì òåëàì, íî ñàìà âëèÿíèÿ íà íèõ íå îêàçûâàåò (íàïðèìåð, ñëó÷àé ñèñòåìû
Çåìëÿ�Ëóíà�ñïóòíèê). Ñìûñë ñëîâ ¾îãðàíè÷åííàÿ¿ ñîñòîèò èìåííî â ýòîì. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññû
m èìåþò âèä

mr̈ = −f
m(M − µ)
|r − r1(t)|3 (r − r1(t))− f

mµ

|r − r2(t)|3 (r − r2(t)),

ãäå èçìåíåíèå r1(t), r2(t) íàì èçâåñòíî. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî ñîêðàòèòü íà m, â äàëü-
íåéøåì ñ÷èòàåì m = 1.

Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì ìàññ òî÷åê m1 è m2, ýòè òî÷êè äâèæóòñÿ
â ïîñòîÿííîé ïëîñêîñòè ïî êåïëåðîâñêèì îðáèòàì: îêðóæíîñòÿì, ýëëèïñàì, ïàðàáîëàì, ãèïåðáîëàì èëè
ïðÿìûì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé: òîãäà ãîâîðÿò î êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ
òåë. Êðîìå òîãî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå äâèæåíèÿ åäèíè÷íîé ìàññû, êîòîðûå ëåæàò â ïëîñêîñòè
îðáèò m1, m2. Èòàê, â ïëîñêîñòè OXY âîêðóã òî÷êè O âðàùàþòñÿ äâå ìàññû µ è M − µ ñ óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ ω; îíè ïðèòÿãèâàþò òðåòüþ, åäèíè÷íóþ ìàññó, ïî çàêîíó òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà. Òðåáóåòñÿ
èññëåäîâàòü äâèæåíèÿ ýòîé ìàññû.

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ω = ω(M, µ, r, ρ, f), ïðè÷åì âåëè÷èíû M, r, f ðàçìåðíî íåçàâèñèìû:
[f ] = L3/T2M. Îòñþäà

ω =

√
fM

r3
ω̄

( µ

M
,
ρ

r

)
.

Âïðåäü ìû ìîæåì ïðèíèìàòü M = r = f = 1. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ω = ω̄ ≡ 1. Ââåäåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò Oxy ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ è âðàùàþùóþñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Îòíîñèòåëüíî íåå
êàæäàÿ èç ìàññ M − µ, µ íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, ò. å. ïåðåíîñíàÿ ñèëà èíåðöèè óðàâíîâåøèâàåòñÿ
ãðàâèòàöèîííîé:

µω2(1− ρ) = µ(1− µ), (1− µ)ω2ρ = µ(1− µ).

Îòñþäà
µ(1− ρ) = (1− µ)ρ

(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð ìàññ � â íà÷àëå êîîðäèíàò), òàê ÷òî

ρ = µ, ω̄ = 1.
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Ëàãðàíæèàí L = T − V âûïèøåì â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

T =
1
2

v2
àáñ =

1
2

(vîòí + [ez × r])2 =
1
2

((ẋ− y)2 + (ẏ + x)2),(273)

V = − 1− µ√
(µ + x)2 + y2

− µ√
(1− µ− x)2 + y2

= −1− µ

R1
− µ

R2
,(274)

L =
1
2

(ẋ2 + ẏ2) + (xẏ − yẋ) +
1
2

(x2 + y2)− V.(275)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä (ìû ïîëó÷èëè àâòîíîìíóþ îáîáùåííî-íàòóðàëüíóþ ñèñòåìó):
{

ẍ− 2ẏ + ∂W
∂x = 0,

ÿ + 2ẋ + ∂W
∂y = 0,

ãäå W = V − (x2 + y2)/2. Îòñþäà ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò èì ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ∂W

∂x = ∂W
∂y = 0.

Ïðîèçâåäåì âû÷èñëåíèÿ:

∂W

∂y
≡ −y +

1− µ

R3
1

y +
µ

R3
2

y ≡ yf(x, y) = 0,(276)

∂W

∂x
≡ −x +

(1− µ)(x + µ)
R3

1

+
µ(x− 1 + µ)

R3
2

=(277)

= xf(x, y) + µ(1− µ)
(

1
R3

1

− 1
R3

2

)
= 0.(278)

97.. Òî÷êè ëèáðàöèè è èõ óñòîé÷èâîñòü.
Ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â ýòîé çàäà÷å (êðèòè÷åñêèå òî÷êè W ) íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè

ëèáðàöèè. Îíè ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ:
à) Êîëëèíåàðíûå òî÷êè ëèáðàöèè L1, L2, L3 (òî÷êè Ýéëåðà): y = 0. Òîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ íóæíûõ

çíà÷åíèé x íàäî îïðåäåëèòü òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

W (x, 0) = −1
2

x2 − 1− µ

|x + µ| −
µ

|x− 1 + µ| .

Òàêèõ òî÷åê ðîâíî òðè, ÷òî ëåãêî óâèäåòü èç ãðàôèêà è äîêàçàòü, åñëè íàäî, àêêóðàòíî (ôóíêöèÿ ïðîñòàÿ;
â ÷àñòíîñòè, îíà âûïóêëà íà êàæäîì èíòåðâàëå íåïðåðûâíîñòè).

á) Òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè L4, L5 (òî÷êè Ëàãðàíæà): y 6= 0. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò
f = 0, à èç âòîðîãî � R1 = R2, ò. å. åäèíè÷íàÿ ìàññà ñîñòàâëÿåò ñ ïðèòÿãèâàþùèìè ðàâíîñòîðîííèé
òðåóãîëüíèê. Êîîðäèíàòû òàêîé òî÷êè ëèáðàöèè:

x =
1
2
− µ, y = ±

√
3/2.

Ïðîèçâåäåì ëèíåàðèçàöèþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ëèáðàöèè, äëÿ ÷åãî ïîëîæèì x = x∗ + ξ, y = y∗ + η.

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àò âèä

ξ̈ − 2η̇ +
∂2W

∂x2

∣∣∣∣
∗
ξ +

∂2W

∂x∂y

∣∣∣∣
∗
η = 0,(279)

η̈ + 2ξ̇ +
∂2W

∂y∂x

∣∣∣∣
∗
ξ +

∂2W

∂y2

∣∣∣∣
∗
η = 0.(280)

Èì ìîæíî ïðèäàòü ôîðìó

A

(
ξ̈

η̈

)
+ 2Θ

(
ξ̇

η̇

)
+ B

(
ξ

η

)
= 0.
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Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.
À. Êîëëèíåàðíûå òî÷êè ëèáðàöèè:

∂2W

∂x∂y
= 0,

∂2W

∂y2
= b > 0,

∂2W

∂x2
= a < 0,

òàê ÷òî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñóòü

ξ̈ − 2η̇ + aξ = 0, η̈ + 2ξ̇ + bη = 0

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
∣∣∣∣

λ2 + a −2λ

2λ λ2 + b

∣∣∣∣ = λ4 + (a + b + 4)λ2 + ab = 0.

Îòêóäà (λ2)1, (λ2)2 äåéñòâèòåëüíû è èìåþò ðàçíûå çíàêè, òàê êàê â ñèëó ab < 0 äèñêðèìèíàíò ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí, à ïðîèçâåäåíèå êîðíåé îòðèöàòåëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
èìåþòñÿ äâà äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð, ±λ1, îäíî èç êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî, ÷òî
äîêàçûâàåò íåóñòîé÷èâîñòü.

Á. Òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè: äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü

x =
1
2
− µ + ξ, y =

√
3

2
+ η.

Êàæäîå ñëàãàåìîå ôóíêöèè W ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà, íî âûïèñûâàòü áóäåì ëèøü ÷ëåíû âòîðîãî
ïîðÿäêà ïî ξ, η. Èìååì äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî

− 1
2

(x2 + y2) = . . .− 1
2

(ξ2 + η2).

Äàëåå áóäåì â î÷åðåäíîé ðàç èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

(1 + χ)−1/2 = 1− χ

2
+

3
8

χ2 + O(χ3).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà ðàçëîæèòñÿ òàê:

−1− µ

R1
= − 1− µ√(

1
2 + ξ

)2 +
(√

3
2 + η

)2
=(281)

= − 1− µ√
1 + ξ +

√
3 η + ξ2 + η2

= . . . +
1− µ

2
(ξ2 + η2)−(282)

−3
8

(1− µ)(ξ +
√

3 η)2 + . . . .(283)

Àíàëîãè÷íî âòîðîå:

− µ

R2
= − µ√(− 1

2 + ξ
)2 +

(√
3

2 + η
)2

=(284)

= − µ√
1− ξ +

√
3 η + ξ2 + η2

=(285)

= . . . +
µ

2
(ξ2 + η2)− 3

8
µ(−ξ +

√
3 η)2 + . . . .(286)

Ñêëàäûâàÿ âñå òðè ôîðìóëû, ïîëó÷àåì

W = . . .− 1
2
· 3
4

(ξ2 + 2(1− 2µ)
√

3 ξη + 3η2).
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Îòñþäà óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ:

ξ̈ − 2η̇ − 3
4

ξ −
√

27
4

(1− 2µ)η = 0,(287)

η̈ + 2ξ̇ −
√

27
4

(1− 2µ)ξ − 9
4
η = 0.(288)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
∣∣∣∣∣

λ2 − 3/4 −2λ−
√

27
4 (1− 2µ)

2λ−
√

27
4 (1− 2µ) λ2 − 9/4

∣∣∣∣∣ =(289)

= λ4 + λ2 +
27
4

µ(1− µ) = 0.(290)

Åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí 1− 27µ(1− µ); åñëè îí ïîëîæèòåëåí, òî îáà êîðíÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îò-
ðèöàòåëüíû, è èìååì óñòîé÷èâîñòü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé ìû íå ïîëó÷èì. Èòàê,
óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

µ(1− µ) <
1
27

.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî µ (èëè 1− µ) äîâîëüíî ìàëî, ïðèìåðíî < 0,04 (â îáùåì ñëó÷àå îòíîøåíèå ïðèâåäåííîé
ìàññû ê ñóììàðíîé < 1/27).

98.. Îáëàñòè Õèëëà.
Ëàãðàíæèàí îò âðåìåíè íå çàâèñèò. Èíòåãðàë òèïà ýíåðãèè

H =
1
2

(ẋ2 + ẏ2) + W = h.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì h íà ïëîñêîñòè Oxy âûäåëÿåòñÿ îáëàñòü Õèëëà {W (x, y) 6 h} (îáëàñòü
âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ), ãðàíèöà êîòîðîé íàçûâàåòñÿ êðèâîé Õèëëà (â ýòîé çàäà÷å). ×èñëî êðèâûõ Õèë-
ëà è èõ ðàñïîëîæåíèå ìåíÿþòñÿ, êîãäà h ïåðåñåêàåò îäíî èç êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè W (Li).
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñåãäà

W (L1) < W (L2),W (L3) < W (L4) = W (L5).

Èç íàøèõ âû÷èñëåíèé âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ ëèáðàöèè âûòåêàåò, ÷òî L1, L2, L3 ÿâëÿþòñÿ
ñåäëàìè, L4, L5 � ñèììåòðè÷íûìè ìàêñèìóìàìè. Êðîìå òîãî, W → −∞, êîãäà (x, y) ñòðåìèòñÿ ê
îäíîé èç ïðèòÿãèâàþùèõ òî÷åê èëè ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê W ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå
êàê áîëüøóþ ïàðàáîëîèäàëüíóþ ãîðó, âáëèçè âåðøèíû êîòîðîé îáðàçîâàëèñü äâå áåñêîíå÷íî ãëóáîêèå
âîðîíêè. Ïðè h > W (L4,5) îáëàñòü Õèëëà ñîâïàäàåò ñî âñåé ïëîñêîñòüþ (çà âû÷åòîì ïðèòÿãèâàþùèõ
ìàññ). Î òîì, êàê äâèæåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàññà â îáëàñòÿõ Õèëëà, íà ýëåìåíòàðíîì óðîâíå ñêàçàòü íè÷åãî
íåëüçÿ.

99.. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è N òåë. Ïåðâûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.
Ïóñòü òî÷êè mν âçàèìîäåéñòâóþò ïî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ:

fνκ = −f
mνmκ

|rν − rκ |2 (rν − rκ), F ν =
∑

κ 6=ν

fνκ .

Âûïîëíÿåòñÿ òðåòèé çàêîí Íüþòîíà: fνκ = −fκν .
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Â çàäà÷å N òåë èìåþòñÿ òàêèå èíòåãðàëû: èìïóëüñ p = (px, py, pz), ìîìåíò ΛO = (Λx,Λy,Λz), ýíåðãèÿ
H = T + V = h, ãäå V = −∑

f mνmκ
|rν−rκ | . Èíòåãðàëîâ âñåãî ñåìü. Ïðè N > 2 èõ ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ñòåïåíåé

ñâîáîäû ( 3N). Ïðè N = 2 ïîëîæèì

r = r2 − r1, m =
m1m2

m1 + m2
,

è ïîëó÷èì óðàâíåíèå
mr̈ = −∂V (r)

∂r
, V (r) = −f

m1m2

|r| ,

ò. å. çàäà÷à äâóõ òåë ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êåïëåðà. Âñþäó äàëüøå N > 3.

100.. Ôîðìóëà Ëàãðàíæà.
Èñïîëüçóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò Êåíèãà, êîòîðàÿ â ýòîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ èíåðöèàëüíîé (öåíòð ìàññ

äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî: p = const). Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
∑

ν

mνrν = 0, P = 0.

Ëåììà 1. Ïîëíûé áàðèöåíòðè÷åñêèé ìîìåíò ñèñòåìû

I =
∑

ν

mνr2
ν =

1
M

∑
ν,κ

mνmκ(rν − rκ)2

(òîæäåñòâî Ëàãðàíæà). Â ñàìîì äåëå,

MI = MI −
(∑

ν

mνrν

)2

=
(∑

ν

mν

)(∑
ν

mνr2
ν

)
−

(∑
ν

mνrν

)2

.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè mνmκ â ýòîì âûðàæåíèè âñåãäà ðàâíû (rν − rκ)2.
Ëåììà 2 (ôîðìóëà Ëàãðàíæà). Âäîëü äâèæåíèé

d2I

dt2
= −2V + 4h.

Äåéñòâèòåëüíî, íåïîñðåäñòâåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò
dI

dt
= 2

∑
ν

mν(rν , ṙν),(291)

d2I

dt2
= 2

∑
ν

mν(rν , r̈ν) + 2
∑

mν ṙ2
ν = −2

∑
ν

(
rν ,

∂V

∂rν

)
+ 4T.(292)

Åñëè F (z) � îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ îò z ñòåïåíè n, F (λz) = λnF (z), òî
∑

zα
∂F
∂zα

= nF . Ïðèìåíÿÿ
ýòîò ôàêò ê ïîòåíöèàëó, ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè êîòîðîãî ðàâíà −1, ïîëó÷àåì

d2I

dt2
= 2V + 4T = 4h− 2V.

101.. Òðåóãîëüíûå ëàãðàíæåâû ðåøåíèÿ íåîãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë.
Ïóñòü çàäàíû òðè òåëà ñ ìàññàìè m1,m2,m3, ðàäèóñàìè-âåêòîðàìè r1, r2, r3 è S - öåíòð ìàññ ýòîé ñè-

ñòåìû; Äëÿ ν − îé òî÷êè çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ: mνaν = F ν . Âñå rν ïîâîðà÷èâàþòñÿ ñ ïîñòîÿíîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω , ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèìåò âèä:

(293) −mνΩ2rν = − ∂V

∂rν
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Òàê êàê rν = 1
2

∂r2
ν

∂rν
, òî (293) ïåðåïèøåòñÿ:

(294) − ∂

∂rν
(Ω2 1

2

∑
mνr2

ν) = − ∂V

∂rν

Òàê êàê ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà

∂I

∂rν
=

∂

∂rν
(

1
M

∑
ν,κ;ν<κ

mνmκ(ρν − ρκ)2) =
1

2M

∑

κ;κ 6=ν

mνmκ(rν − rκ)

è
− ∂V

∂rν
= − ∂

∂rν
(−f

∑
ν,κ;ν<κ

mνmκ
1

|rν − rκ | ) =
∑

κ;κ 6=ν

fκν ,

ïîëó÷àåì èç (293):
1
M

Ω2
∑

mνmκ(rν − rκ) = fνκ = f
∑ mνmκ

|rν − rκ |2 (rν − rκ)

Ïóñòü |rν − rκ | = d, òîãäà Ω2 = fM
d3

Àíàëîã ýéëåðîâûõ ðåøåíèé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òîæå ñóùåñòâóåò.

102.. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè äâèæåíèé â çàäà÷å òðåõ òåë (òåî-
ðåìà ßêîáè).

Íàçîâåì äâèæåíèå â çàäà÷å N òåë ïëàíåòàðíûì, åñëè íåò ñòîëêíîâåíèé è ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ
îãðàíè÷åíû íà âñåé îñè âðåìåíè t.

Òåîðåìà ßêîáè. Ïëàíåòàðíîå äâèæåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè îòðèöàòåëüíîé êîíñòàíòå èíòåãðàëà
ýíåðãèè: h < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü äâèæåíèå ïëàíåòàðíîå è h > 0. Òîãäà d2I
dt2 > 4h (ïîòåíöèàë V âñþäó

ñòðîãî îòðèöàòåëåí); ñëåäîâàòåëüíî, I � ôóíêöèÿ, ñòðîãî âûïóêëàÿ âíèç. Íî ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t →∞ èëè t → −∞, îòêóäà â ñèëó ëåììû 1 âûòåêàåò íåîãðàíè÷åííîñòü
ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé, è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷å òðåõ òåë òðîéíûå ñòîëêíîâåíèÿ âîçìîæíû ëèøü ïðè Λ = 0 (òåîðåìà Âåéåð-
øòðàññà; áåç äîêàçàòåëüñòâà).

103.. Âçàèìîçàâèñèìîñòü äâèæåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ
è îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ.

Ñóòü äåëà óæå ñòàíåò ïîíÿòíà, åñëè âû÷èñëèòü ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà öåíòð ìàññ ãàíòåëè â ïîëå
òÿãîòåíèÿ òî÷êè, â äâóõ ïîëîæåíèÿõ: êîãäà íàïðàâëåíèå íà òî÷êó è ãàíòåëü ïàðàëëåëüíû è êîãäà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Äëèíà ãàíòåëè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññîòîÿíèåì äî òî÷êè.

104.. Îãðàíè÷åííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷. Âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà íà êðóãîâîé
îðáèòå, ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òåëà.

Â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

V (r) =
∑

ν

− fµmν

|r − rν | = −fµ
∑

ν

mν

|r − rν |
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M =
∑

mν , è R− õàðàêòåðíûé ðàçìåð òåëà (äèàìåòð). Áóäåì ðàñêëàäûâàòü â ðÿä ïî âåëè÷èíå R
r , R ¿ r.

Âîçüìåì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ è îñÿìè x, y, z, íàïðàâëåííûìè ïî ãëàâíûì öåíòðàëü-
íûì îñÿì, íàïèøåì

1
r

=
1
R

(
R

r

)
.

Óòâåðæäåíèå:

V = −fµM

r

[
1 +

1
2

[
C + B − 2A

MR2
α2 +

A + C − 2B

MR2
β2 +

B + A− 2C

MR2
γ2

](
R

r

)2
]

+ O

((
R

r

)4
)

Ýòî èçâåñòíî.
ÇÀÄÀ×À. Åñòü çåìëÿ è åå ñïóòíèê. Öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ïî îðáèòå, êîòîðàÿ íàì èçâåñòíà, ìû èññëå-

äóåì òîëüêî âðàùåíèå (ñòðîãî ýòî óòâåðæäåíèå íå âåðíî, íî â ïðèáëèæåííî ïðèåìëåìî).
Òî÷íåå, âîêðóã òåëà ìàññû M ïî êðóãîâîé îðáèòå äâèæåòñÿ ñïóòíèê ñ öåíòðîì ìàññ S, íà ðàññòîÿíèè

d, ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

Ω =

√
fµ

d3

Ââåäåì îðáèòàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ( ez = er, ex||vS). ãëàâíûé öåíòðàëüíûé ðåïåð e1, e2, e3.

ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÝÍÅÐÃÈß ÒÅËÀ Â ÏÎËÅ ÒÎ×ÊÈ ÒÀÊÀß ÆÅ, ÊÀÊ ÒÎ×ÊÈ Â ÏÎËÅ ÒÅ-
ËÀ:

V = −fµ

r

(
1 +

A + B + C

2

(
1
r

)2

− 3
2

(
Aα2 + Bβ2 + Cγ2

) 1
r2

+ O

(
R

r

)4
)

Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè: 1
r = const, fµ

r3 = Ω2, r = r(αe1 + βe2 + γe3),

V = const +
3
2
Ω2(Aα2 + Bβ2 + Cγ2), α2 + β2 + γ2 = 1.

Ìû çíàåì, ÷òî T = 1
2 (Ap2 + Bq2 + Cr2), ãäå p, q, r− êîìïîíåíòû àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè â ãëàâ-

íîì ðåïåðå. Ó íàñ, îäíàêî
ωàáñ = ωîòí + ωïåð = Ωez + pe1 + qe2 + re3,

Ïîëîæèì ez = ue1 + ve2 + we3, u
2 + v2 + w2 = 1. Òîãäà

T = T2 + T1 + T0 =
1
2
(Ap2 + Bq2 + Cr2) + Ω(Apu + Bqv + Cwr) +

Ω2

2
(Au2 + Bv2 + Cw2)

Ëàãðàíæèàí L = T2 + T1 + T0 − V. Ââåäåì èçìåíåííóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ W = −T0 + V.

Õîòÿ ïåðåìåííûõ â èçìåíåííîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè øåñòü, íåçàâèñèìûõ èç íèõ òîëüêî òðè; ïîìèìî
óæå îòìå÷åííûõ åäèíè÷íûõ ñóìì êâàäðàòîâ, åñòü çàâèñèìîñòü, âûðàæàþùàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ó÷àñòâó-
þùèõ âåêòîðîâ:

ez⊥ey ⇐⇒ αu + βv + γw = 0.

105.. Èçìåíåííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îòíîñè-
òåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òåëà íà êðóãîâîé îðáèòå. Çàâåäîìî óñòîé÷èâûå è
çàâåäîìî íåóñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òåëà íà
îðáèòå.

Ïîëîæåíèå òåëà, â êîòîðîì e3 = ey, e2 = ez ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ðàâíîâåñèåì.
Â ñàìîì äåëå, èç

λ2 + β2 + γ2 = 1, u2 + v2 + w2 = 1, αu + βv + γw = 0
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Äëÿ γ è v âáëèçè åäèíèöû α, β è u,w − ìàëû :

γ2 = 1− α2 − β2, v2 = 1− u2 − w2, β + w = ()2.

W =
1
2
Ω2(3(A− C)α2 + 4(B − C)β2 + (B −A)u2)

Èìåííî α, β, u íåçàâèñèìû âáëèçè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè, è W ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî êâàäðàòàì ìàëûõ
âåëè÷èí; èìååò, ñëåäîâàòåëüíî, îñîáóþ òî÷êó.

Åñëè W èìååò ìèíèìóì, òî ðàâíîâåñèå áóäåò óñòîé÷èâî

A− C > 0, B − C > 0, B −A > 0 ⇐⇒ B > A > C

Ýëëèïñîèä èíåðöèè Aξ2 + Bη2 + Cζ2 = 1 îòñëåæèâàåò ôîðìó òåëà, âûòÿíóò â òó æå ñòîðîíó è ñïëþñíóò
òàê æå.

Óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ÷åëîâåêà íà îðáèòå: íîãàìè (èëè ãîëîâîé) ê Çåìëå, ðóêè ïî íàïðàâëåíèþ îð-
áèòû.

106.. Ëàãðàíæèàí ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òå-
ëà íà êðóãîâîé îðáèòå.

Âñïîìèíàåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:

α̇ = rβ − qγ, β̇ = pγ − rα, γ̇ = qα− qβ, u̇ = rv − qw, v̇ = pw − ru, ẇ = qu− qv.

Âûïèøåì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè: â íåé äîëæíû ñòîÿòü òîëüêî êâàäðàòû ìà-
ëûõ âåëè÷èí α, β, u. Íî ó íàñ åñòü ìåñòà, ãäå ïðèìåðíî åäèíèöà ìíîæèòñÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó; òîã-
äà ïîñëåäíþþ íåëüçÿ áðàòü òîëüêî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, à ñëåäóåò ïîñìîòðåòü íà ñòàðøèå ÷ëåíû.
Ïðèìîòðåâøèñü, âèäèì, ÷òî ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ôîðìóëó îðòîãîíàëüíîñòè: îíà ïðèìåò âèä
β + w + αu + [> 3] = 0 èëè â äîñòàòî÷íîì ïðèáëèæåíèè β + w + αu = 0. Àíàëîãè÷íî

α̇ = rβ − gγ = q + rβ + [> 3], β̇ = pγ − rα = p− rα + [> 3], u̇ = rv − qw = r + qβ + [> 3].

Ïðèìåíÿÿ åùå è êàëèáðîâêó (xẏ = 1
2xẏ + 1

2
d
dt

(xy)− 1
2yẋ), ïîëó÷àåì

T1 = Ω(Aβ̇u + B(−α̇ + rβ)− Cu̇β) = Ω(Aβ̇u + (B − C)u̇β)−Bα̇ =
Ω
2

(A + C −B)(ãβ̇ − βu̇)

Ëàãðàíæèàí ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ

L =
1
2
(Aβ̇2 + Bα̇2 + Cu̇2) +

Ω2

2
(A + C −B)(uβ̇ − βu̇)− Ω2

2
(3(A− C)α2 + 4(B − C)β2 + (B −A)u2).

107.. Îòäåëåíèå óðàâíåíèé ïëîñêèõ êîëåáàíèé. ×àñòîòà ïëîñêèõ êîëåáàíèé.
Ïîñêîëüêó L = L′(α̇, α) + L′′(u̇, β̇, u, β), óðàâíåíèå äëÿ α îòäåëÿþòñÿ

Bα̈ + 3Ω2(A− C)α = 0

Ýòî êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû, åñëè îñòàëüíûå ïåðåìåííûå â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. ×àñòîòà êîëåáâíèé
ω = Ω

√
3(A−C)

B .

Óðàâíåíèÿ äëÿ β, u îòíîñÿòñÿ ê äâèæåíèþ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Ïðèìå÷àíèÿ
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