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Îñíîâíûå çíàíèÿ è íàâûêè, îæèäàåìûå îò ñòóäåíòîâ-
ìåõàíèêîâ íà çà÷åòå è (èëè) ýêçàìåíå ïî òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå ïîñëå 4-ãî ñåìåñòðà
(ñ ó÷åòîì êóðñà îáùåé ôèçèêè è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé): ñòóäåíòó ïðåäñòîèò, íå
çàáûâàÿ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà ïåðâîãî ñåìåñòðà,
(I) óìåòü ïåðåõîäèòü îò âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ Íüþòîíà ê ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé â äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ (öèëèíäðè÷åñêèõ) êîîðäèíàòàõ; óìåòü âû-
÷èñëÿòü ñèëû èíåðöèè ïðè ïåðåõîäå ê ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò,
çíàòü ôîðìóëó äëÿ âåñà, êà÷åñòâåííûå ýôôåêòû ïàäåíèÿ òåë è êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà
Ôóêî;

(II) çíàòü ðàçìåðíîñòè îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è êîíñòàíò, ïðèìåíÿòü ñîîáðàæåíèÿ
ðàçìåðíîñòè è Ï-òåîðåìó, â òîì ÷èñëå äëÿ ñîêðàùåíèÿ âûêëàäîê;

(III) çíàòü îñíîâíûå ýôôåêòû äâèæåíèÿ çàðÿäà â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå (ïîêîé,
äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè, ïî ïðÿìîé è ¾â îáùåì ñëó÷àå¿ ïî âèíòîâîé ëèíèè); óìåòü
ïîëó÷àòü âûâîäû î äâèæåíèè çàðÿäà ïîñëå äîáàâëåíèÿ ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ;

(IV) óìåòü ðåøàòü äî êîíöà, ãðàôè÷åñêè è êà÷åñòâåííî èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
(âûäåëÿÿ ñðåäè íèõ ãðóáûå è íåãðóáûå) ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

mẍ = −kx− cẋ

ïîíèìàÿ åãî è â ôèçè÷åñêîì ñìûñëå, è êàê òðèâèàëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óðàâíåíèé
Íüþòîíà âèäà mẍ = F (x, ẋ) âáëèçè ðàâíîâåñèÿ;

(V) äëÿ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé çíàòü îáùèå ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé (íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè (x, ẋ); âûäåëÿòü ñðåäè íèõ ðàâíîâåñèÿ, ïðèìåíÿòü êëàññèôèêàöèþ Ïóàí-
êàðå îñîáûõ òî÷åê, ðàçïîçíàâàòü ñðåäè íèõ ãðóáûå (ñåäëà, óçëû è ôîêóñû) è íåãðóáûå
(öåíòðû), ïîíèìàòü ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âáëèçè ðàâíîâåñèé, íàõîäèòü cåïàðàòðèñû
ñåäåë è ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæàòü èõ;

(VI) â ÷àñòíîñòè, áûñòðî ïîëó÷àòü ñëåäóþùèå ôàçîâûå ïîðòðåòû:

(1) äâèæåíèå ïî èíåðöèè;
(2) äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì òîëüêî âÿçêîãî òðåíèÿ;
(3) äâèæåíèå â ïîëå òÿæåñòè (íà îñíîâå îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ);
(4) äâèæåíèå â ïîëå òÿæåñòè (íà îñíîâå èíòåãðàëà ýíåðãèè);
(5) äâèæåíèå â ïîëå òÿæåñòè ñ âÿçêèì òðåíèåì;
(6) ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð (íà îñíîâå îáùåãî ðåøåíèÿ);
(7) ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð (íà îñíîâå èíòåãðàëà ýíåðãèè);
(8) ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ íåáîëüøèì âÿçêèì òðåíèåì;
(9) ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ áîëüøèì âÿçêèì òðåíèåì;

(10) äâèæåíèå ñ ëèíåéíîé îòòàëêèâàþùåé ñèëîé (íà îñíîâå îáùåãî ðåøåíèÿ);

1



ß.Â.Òàòàðèíîâ 01.03.08: êóðñ äëÿ îòäåëåíèÿ ìåõàíèêè, 2008 ãîä 2

(11) äâèæåíèå ñ ëèíåéíîé îòòàëêèâàþùåé ñèëîé (íà îñíîâå èíòåãðàëà ýíåðãèè);
(12) äâèæåíèå ñ ëèíåéíîé îòòàëêèâàþùåé ñèëîé è âÿçêèì òðåíèåì;
(13) êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà â îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîé òî÷êè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè;
(14) êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîãî ìèíèìóìà ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèè;
(15) êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîãî ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèè;
(16) êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîãî ïåðåãèáà ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè;
(17) ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê;
(18) òî÷êà íà âðàùàþùåéñÿ îêðóæíîñòè ïðè íåáîëüøîé óãëîâîé ñêîðîñòè;
(19) òî÷êà íà âðàùàþùåéñÿ îêðóæíîñòè ïðè áîëüøîé óãëîâîé ñêîðîñòè;
(20) ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ïðè íàëè÷èè ñóõîãî òðåíèÿ;

(VII) çíàòü êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà íà ïëîñêîñòè è ñôåðè÷å-
ñêîãî ìàÿòíèêà;

(VIII) çíàòü òðè îñíîâíûå ìîäåëè äâèæåíèÿ òî÷êè ïî íåïîäâèæíîé ïëîñêîé êðèâîé: èäå-
àëüíàÿ ñâÿçü, âÿçêîå òðåíèå è ñóõîå òðåíèå; çíàòü ìåòîäèêó è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (ñ ïðèìåíåíèåì ðåïåðà Ôðåíå) âî âñåõ âàðèàíòàõ è
îñíîâíûå êà÷åñòâåííûå ýôôåêòû äâèæåíèÿ;

(IX) ïðèìåíÿòü òåîðåìû îá èçìåíåíèè èìïóëüñà, êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà è êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè èç ïðåäûäóùåãî ñåìåñòðà; çíàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëîâ èìïóëü-
ñà, ïëîùàäåé è ýíåðãèè;

(X) âëàäåòü îñíîâàìè ïðèìåíåíèÿ ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà, îñîáî
öåíèòü çíàíèå ðàáî÷èõ ôîðìóë äëÿ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ; î ýòîì
ïîäðîáíåå íàïèñàíî íèæå.

Íèæå îêîëî íîìåðîâ çàäà÷ ïðîñòàâëåíû öèôðû. Ïîäòåêñò çäåñü òàêîé:
(2) � ðåøèòü è çàïîìíèòü ðåçóëüòàò, èíà÷å ... ;
(3) � ðåøàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü íàðÿäó ñ ïðåäûäóùèì;
(4) � õîðîøî ðàçâèâàåò ìîçãè;
(5) � îòëîæèòü íàïîñëåäîê, íî íå èãíîðèðîâàòü ñîâñåì.

Ýòè öèôðû íå ìîãóò áûòü îñíîâàíèåì äëÿ äåëèêàòíûõ íàìåêîâ ïðåïîäàâàòåëþ íà çà÷åòå èëè ýêçàìåíå.

Ðàçóìååòñÿ, ñëåäóåò óìåòü äîâîäèòü çàäà÷è, íå òðåáóþùèå ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê, äî ïðàâèëüíîãî
îòâåòà, à òàêæå óìåòü äàâàòü îòâåòó êà÷åñòâåííóþ, ãåîìåòðè÷åñêóþ èëè ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.
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Ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçì

(1) Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàãðàíæà
âòîðîãî ïîðÿäêà â ïåðåìåííûõ q1, . . . , qn èìååò âèä

(2) d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 , i = 1, . . . , n

èëè êîðî÷å
d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0 , q = (q1, . . . , qn),

ãäå L(q̇, q, t) = L(q̇1, . . . , q̇n, q1, . . . , qn, t) - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, èìåíóåìàÿ ëàãðàíæèàíîì èëè ôóíêöèåé Ëàãðàíæà.
Çàïèñü 2 óêàçûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé äëÿ âûïèñûâàíèÿ ñèñòåìû.

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðåîáðàçîâûâàòü ñàìè óðàâíåíèÿ, äîñòàòî÷íî
(À) ïðåîáðàçîâàòü òîëüêî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è
(Á) ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûé íàáîð îïåðàöèé â íîâûõ ïåðåìåííûõ: ðå÷ü èäåò î ãðóïïå çàìåí êîîðäèíàò, ò.å. ëþáûõ
ïîäñòàíîâêàõ âèäà

(3) qi = qi(ξ1, . . . , ξn, t) , i = 1, . . . , n ,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿêîáèàí íå ðàâåí íóëþ. Äèôôåðåíöèðóÿ (3), ïîëó÷àåì

(4) q̇i =

nX
j=1

∂qi

∂ξj
ξ̇j +

∂qi

∂t
,

ïîäñòàâëÿåì (3),(4) â L(q̇, q, t) è ïîëó÷àåì íîâûé ëàãðàíæèàí L̃(ξ̇, ξ, t).

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ëàãðàíæèàí ÷àùå âñåãî èìååò âèä L = T − V, ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, V � ïî-
òåíöèàëüíàÿ. Îáîñíîâàíèå íèæå; ïîêà íàäî áåñõèòðîñòíî âû÷èñëÿòü îáå ôóíêöèè, âèäÿ, ÷òî ïîëîæåíèå ñèñòåìû
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé ïåðåìåííîé q.

Ïðîñòåéøèå ïîòåíöèàëû V :

äëÿ îäíîðîäíîé ñèëû òÿæåñòè ýòî Mg, óìíîæåííîå íà âûñîòó òî÷êè èëè öåíòðà ìàññ òåëà,
äëÿ èäåàëüíîé ïðóæèíû (åå äëèíà â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà íóëþ) ýòî êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè

k, óìíîæåííûé íà ïîëîâèíó êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïðèêðåïëåíèÿ.

1. Çàäà÷è ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.
1) Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà:

(1)3 âûïèñàòü ïîäðîáíî (2) ïðè n = 1;
(2)2) óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè ïðè n = 1 ê ëàãðàíæèàíó ïðèáàâèòü f(q)q̇, òî óðàâíåíèå Ëàãðàíæà

íå èçìåíèòñÿ; áîëåå îáùî: åñëè ïðèáàâèòü dϕ(q, t)
dt

, òî óðàâíåíèå Ëàãðàíæà íå èçìåíèòñÿ
(êàëèáðîâêà)

2)2 Â îñíîâíîì áóäóò ïîïàäàòüñÿ àâòîíîìíûå ñèñòåìû ñ íàòóðàëüíûì ëàãðàíæèàíîì

(5) L =
1
2
a(q)q̇2 − V (q) .

Äîêàçàòü, ÷òî íàòóðàëüíûé ëàãðàíæèàí ïîðîæäàåò óðàâíåíèå

(6) a(q)q̈ +
1
2
a′(q)q̇2 + V ′(q) = 0 ′ ≡ d

dq
.

ñ èíòåãðàëîì ýíåðãèè

(7) Í =
1
2
a(q)q̇2 + V (q) = h = const .
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3) Ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà. Äëÿ çàäàííîãî àâòîíîìíîãî ëàãðàí-
æèàíà ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè q(0) = a, q̇(0) = u.

(1)2 L = 1
2 q̇2 (äâèæåíèå ïî èíåðöèè);

(2)2 L = 1
2 (q̇2 − q) (äâèæåíèå â ïîëå òÿæåñòè);

(3)2 L = 1
2 (q̇2 − q2) (ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð);

(4)2 L = 1
2 (q̇2 + q2) (óïðóãîå îòòàëêèâàíèå).

4)4 Âñåãäà ñóùåñòâóåò çàìåíà ïåðåìåííîé s = s(q), ïîñëå êîòîðîé àâòîíîìíûé íàòóðàëüíûé ëàãðàí-
æèàí ïîëó÷àåò âèä L = 1

2 ṡ2 −W (s), è óðàâíåíèå Ëàãðàíæà ñòàíîâèòñÿ òàêèì: s̈ = −dW
ds

.

5)4 Ïðåäëîæèòü ëàãðàíæèàí, ïîðîæäàþùèé ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (èëè åìó ðàâíî-
ñèëüíîå) a(t)q̈ + b(t)q̇ + ñ(t)q = 0

(îòâåò: íàïðèìåð, L =
1
2

exp
(∫

b(t)
a(t)

)[
q̇2 − c(t)

a(t)
q2

]
).

6)3 Äàíî óðàâíåíèå ñ ëàãðàíæèàíîì L = L(q̇). Óáåäèòüñÿ, ÷òî îáùåå ðåøåíèå äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ �
q = Ñ1t + C2.

7) Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ïåðåìåííîé äëèíû. Òî÷êà ìàññû m â ïîëå òÿæåñòè äâèæåòñÿ ïî âåðòè-
êàëüíîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà l(t) � èëè æå ïîäâåøåíà íà íèòè äëèíû l(t), íî âîçìîæíîñòü òîãî,
÷òî íèòü ìîæåò îñëàáíóòü, íå ó÷èòûâàåòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè,
èäóùåé âíèç. Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)3 ñ òî÷íîñòüþ äî êàëèáðîâêè ëàãðàíæèàí

L =
1
2
ml2(t)θ̇2 + mgl(t) cos θ;

(2)3 óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

θ̈ +
2l̇(t)
l(t)

θ̇ +
g

l(t)
sin θ = 0 ;

8)Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîäâåñà. Òî÷êà ìàññû m â ïîëå òÿæåñòè ïîäâåøåíà
íà íèòè äëèíû l, òî÷êà ïîäâåñà êîëåáëåòñÿ âäîëü âåðòèêàëè ïî çàêîíó s(t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ óãîë
îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè, èäóùåé âíèç. Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)3 ñ òî÷íîñòüþ äî êàëèáðîâêè ëàãðàíæèàí

L =
1
2
ml2θ̇2 + m(g + s̈(t))l cos θ ;

(2)3 óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä
θ̈ +

g + s̈(t)
l

sin θ = 0 .

9) Äâå ìàññû m1 è m2 âèñÿò íà íåðàñòÿæèìîé íèòè, ïåðåáðîøåííîé ÷åðåç íåâåñîìûé áëîê â ïîëå
òÿæåñòè. Íè îäíà èç ÷àñòåé íèòè íå îòêëîíÿåòñÿ îò âåðòèêàëè:

(1)3 âûïèñàòü ëàãðàíæèàí è íàéòè óñêîðåíèå íèòè;
(2)3 äîïóñòèì, ÷òî m1 ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü íèòè (íàïîäîáèå êàðàáêàþùåé îáåçüÿíû) ïî çàêîíó

s(t); íàéòè ôîðìóëó, ïî êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ðàññòîÿíèå z îò áëîêà äî m1

(îòâåò: z̈ = m2s̈(t)+(m1−m2)g
m1+m2

).
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Ó (6) èìååòñÿ ðåøåíèå q(t) ≡ q∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V ′(q∗) = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü q∗ = 0. Ëèíåàðèçàöèÿ
óðàâíåíèÿ (6) äàåò

(8) a(0)q̈ + V ′′(0)q = 0 .

Åñëè V ′′(0) > 0 (ìèíèìóì, óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå), òî ïîëó÷àþòñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ

(9) q(t) = C1 cos ωt + C2 sin ωt, ω =

s
V ′′(0)

a(0)
.

Åñëè V ′′(0) < 0 (ìàêñèìóì, íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå), òî ïîëó÷àåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé óõîä

(10) q(t)=C1e
χt + C2e

−χt, χ=

s
−V ′′(0)

a(0)
.

Âåëè÷èíû ω, χ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòîòîé è ïîêàçàòåëåì. Â êîíêðåòíîé çàäà÷å ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñ-
ëó òåîðèè âåëè÷èíû C1, C2 äîëæíû áûòü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå (¿) âåëè÷èíû õàðàêòåðíîãî èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ
êîîðäèíàòû q, íî îá ýòîì óïîìèíàþò ðåäêî.

10) Òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ ïî îñè x, áóäó÷è çàæàòà ìåæäó äâóìÿ èäåàëüíûìè ïðóæèíàìè (ñè-
ëà íàòÿæåíèÿ ïðóæèíû ïðîïîðöèîíàëüíà åå äëèíå ñ êîýôôèöèåíòîì æåñòêîñòè). Êîíöû ïðóæèí
çàôèêñèðîâàíû â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè ±d. Íàïèñàòü ëàãðàíæèàí, óðàâíåíèå Ëàãðàíæà, íàéòè
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ÷àñòîòó êîëåáàíèé, åñëè
(1)3 êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè îáåèõ ïðóæèí ðàâíû k/2

(L = m
2 ẋ2 − k

2x2, q∗ = 0, ω =
√

k
m );

(2)3 êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè ïðóæèí ðàâíû k1, k2

( q∗ = k1−k2
k1+k2

d, ω =
√

k1+k2
m ).

11)3 Òî÷êà ìàññû m â ðàâíîâåñèè çàæàòà ìåæäó äâóìÿ ãîðèçîíòàëüíûìè èäåàëüíûìè ïðóæèíàìè æåñò-
êîñòè k/2, íî ïîòîì äâèæåòñÿ ïî îñè y. Íàïèñàòü ëàãðàíæèàí, íàéòè ÷àñòîòó êîëåáàíèé.

12)4 Êîíñòðóêöèÿ, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, íî òåïåðü ñèëà íàòÿæåíèÿ êàæäîé ïðóæèíû äëèíû l ðàâíà
íå k

2 l, à F + k
2 (l − d). Ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé ω =

√
F

dm .

13)3 Äàíà êðèâàÿ r = r(s) â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ãäå s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð (äëèíà äóãè). Ïóñòü
ρ � ðàäèóñ êðèâèçíû êðèâîé â íèæíåé òî÷êå. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé ω =

√
g
ρ .

Åñëè H(q̇, q) = h � èíòåãðàë ýíåðãèè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, òî âûðàæàåì èç ýòîãî óðàâíåíèÿ
ñêîðîñòü: q̇ = v(q, h). Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñ ïàðàìåòðîì), êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ ðàç-
äåëåíèåì ïåðåìåííûõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàòóðàëüíîé ñèñòåìû

(11) 1
2
a(q)

(
dq

dt

)2

+ V (q) = h ⇐⇒ ± dq√
2(h− V (q))/a(q)

= dt.

×àñòî ïîëó÷àåòñÿ êîëåáàíèå â ïðåäåëàõ îáëàñòè âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ (ÎÂÄ ) {V (q) 6 h}.
14)3 Ïîëó÷èòü èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëà ýíåðãèè îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå:

2L = q̇2 − ω2q2.

15)4 Ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è ñ 2L = q̇2 − tg2 q.

Îòâåò: q = arcsin(
√

2h
1+2h sin(

√
1 + 2ht + α)).

16)5 Äàíà êðèâàÿ r = r(θ) â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì çíà÷åíèþ ïîëÿðíîãî óãëà θ = 0 îòâå÷àåò
íàïðàâëåíèå âåðòèêàëüíî âíèç. Èçâåñòíî, ÷òî âðåìÿ äâèæåíèÿ òî÷êè ïî ëþáîé äóãå èç íà÷àëà êîîð-
äèíàò ðàâíî âðåìåíè äâèæåíèÿ ïî ñîîâåòñòâóþùåé õîðäå. Ïóñòü d � ðàññòîÿíèå îò íèæíåé òî÷êè
äî ãîðèçîíòàëè. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë ýíåðãèè, ïîêàçàòü, ÷òî
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(1) êðèâàÿ åñòü ëåìíèñêàòà r =
√

sin 2θ;

(2) ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé â íèæíåé òî÷êå ω = 3
2

√
g
d
.

17)3 ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÀßÒÍÈÊ. Òî÷êà ìàññû m â ïîëå òÿæåñòè äâèæåòñÿ ïî âåðòèêàëüíîé
îêðóæíîñòè ðàäèóñà l � èëè æå ïîäâåøåíà íà íèòè äëèíû l, íî âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî íèòü ìîæåò
îñëàáíóòü, íå ó÷èòûâàåòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè, èäóùåé âíèç.
Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)3 óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä
θ̈ + ω2 sin θ = 0 ,

ãäå ω =
√

g
l

� ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé îêîëî θ = 0;

(2)3 èíòåãðàë ýíåðãèè èìååò âèä
1
2
ml2θ̇2 −mgl cos θ = h ;

18) Òî÷êà ìàññû m ñêîëüçèò â òðóáêå-îêðóæíîñòè ðàäèóñà l, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã ñâîåãî âåðòèêàëüíîãî
äèàìåòðà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω (óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè ðàâíî g). Ïóñòü θ � óãîë îòêëîíåíèÿ
íèòè îò âåðòèêàëè âíèç. Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)4 ïðè Ω2 <
g
l

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå (;) ÷àñòîòû è ïîêàçàòåëè ñóòü

(12) θ = 0 ; ω =
√

g

l
+ Ω2 è θ = π ; χ =

√
g

l
− Ω2 ;

(2)4 ïðè Ω2 >
g
l

êàðòèíà áîëåå áîãàòàÿ:

θ = 0, π ; χ =
√

Ω2 ∓ g
l
è

θ = ± arccos g
lΩ2 ; ω = 1

Ω

√
(Ω2 − g

l
)(Ω2 + g

l
) ;

(3)3 îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

− cos θ +
lΩ2

2g
sin2 θ 6 h

mgl
.

Èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè âîçìîæíûå âàðèàíòû ëåâîé ÷àñòè.

19)5 Ïóñòü H(q̇, q) � ïåðâûé èíòåãðàë àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà. Íàéòè ëàãðàæèàí L(q̇, q),
ïîðîæäàþùèé ýòî óðàâíåíèå.

[Óêàçàíèå: óðàâíåíèå q̇ ∂L
∂q̇ − L = H(q̇, q) ðàçäåëèòü íà q̇ è ... .]

20)5 Îäíîðîäíûé îáðó÷ ðàäèóñà a ïîäâåøåí êî ãëàäêîé ñòåíå çà íèòü äëèíîé l. Îáîçíà÷èì α îòêëî-
íåíèå íèòè îò âåðòèêàëè, ϕ � óãîë ïîâîðîòà îáðó÷à. Íàéòè ñâÿçü ìåæäó α è ϕ è ïîêàçàòü, ÷òî
÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé îêîëî ðàâíîâåñèÿ α∗ = arcsin a

l + a
ðàâíà

ω =
√

2g

l sin 2α∗
.
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2. Äâèæåíèå ñ îñâîáîæäàþùåéñÿ ñâÿçüþ.

Íåêîòîðûå çàäà÷è ñòàâÿòñÿ òàê, ÷òî îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ (OÂÄ) ñ çàäàííîé ýíåðãèåé h

çàäàåòñÿ íå òîëüêî ýíåðãåòè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì V (q) 6 h, íî è óñëîâèåì, ÷òî íåêîòîðàÿ ñèëà ðåàêöèè
ñâÿçè N íåîòðèöàòåëüíà (íàòÿæåíèå íèòè, âîçäåéñòâèå îïîðû) � åñëè ýòî óñëîâèå íàðóøåíî, òî ïðîèñõî-
äèò îñâîáîæäåíèå îò ñâÿçè.) Êàê ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ, ðåàêöèè âñåãäà êâàäðàòè÷íû ïî ñêîðîñòÿì,
òàê ÷òî â ñëó÷àå îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû - ëèíåéíû ïî h.

21)3 ÑÍÎÂÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÀßÒÍÈÊ Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òî÷êè ìàññû m, ïîäâåøåííîé
íà íèòè äëèíû l â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè (óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè g). Íà÷àëüíîå óñëîâèå: òî÷-
êà íàõîäèòñÿ â íèæíåì ïîëîæåíèè, åå ñêîðîñòü ãîðèçîíòàëüíà è ïî ìîäóëþ ðàâíà v0. Ïîýòîìó
h = 1

2mv2
0 . Ãðàíèöà âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

ëèáî ñêîðîñòü îáðàòèòñÿ â íóëü è òî÷êà ïîéäåò íàçàä;
ëèáî îñëàáíåò íèòü è òî÷êà ïîêèíåò îêðóæíîñòü.

Ïóñòü θ � óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè, èäóùåé âíèç. Òîãäà T = 1
2ml2θ̇2 , V =

−mgl cos θ , N = mg cos θ + ml2θ̇2

l
.

ÎÂÄ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè −mgl cos θ 6 h ,− 3
2mg cos θ 6 h , òàê ÷òî åñëè v0 6

√
2gl, òî áóäóò

êîëåáàíèÿ â íèæíåé ïîëóîêðóæíîñòè, åñëè v0 ∈ (
√

2gl,
√

5gl), òî íèòü îñëàáíåò â âåðõíåé ïîëó-
îêðóæíîñòè, åñëè v0 > 5gl, òî áóäåò äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè â îäíó ñòîðîíó.

22) Òî÷êà ïîäâåøåíà íà íèòè, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, è åùå íà íåå äåéñòâóåò ïðóæèíà æåñòêîñòè k,

êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â âåðõíåé òî÷êå îêðóæíîñòè. Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)4 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ V = −(mg − kl)l cos θ;
(2)4 ÎÂÄ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

(13) − cos θ 6 h1 , −3
2

cos θ +
kl

2(mg − kl)
6 h1 ,

ãäå h1 = h
l(mg−kl) � áåçðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ;

(3)4 ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ θ = 0 óñòîé÷èâî, åñëè mg − kl > 0 è òîãäà ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé
ω =

√
g
l
− k

m.

23) Òî÷êà ïîäâåøåíà íà íèòè è ïðóæèíå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, íî êîíåö ïðóæèíû çàêðåïëåí íà
ðàññòîÿíèè d ïî ãîðèçîíòàëè îò öåíòðà îêðóæíîñòè. Æåñòêîñòü ïðóæèíû íå çàäàíà, çàòî èçâåñòíî
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ θ∗ ∈ (0, π/2). Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)4 ÎÂÄ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî θ∗,

(2)4 ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé ó ðàâíîâåñèÿ ω =
√

g
l cos θ∗

.

24) Òî÷êà ïîäâåøåíà íà íèòè, íàìîòàííîé íà âåðòèêàëüíûé íåïîäâèæíûé äèñê ðàäèóñà a. Ïóñòü θ �
óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè, èäóùåé âíèç, è ïðè θ = 0 äëèíà íèòè l = 0. Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)4 ÎÂÄ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

(14) − θ cos θ + sin θ 6 h1 , −3
2
θ cos θ + sin θ 6 h1 ,

ãäå h1 = h
mga � áåçðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ;

(2)4 ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé ó ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ θ∗ = 2kπ, ãäå k > 0, ðàâíà ω =
√

g
2kπa

.

25) Îáðó÷ ðàäèóñà a êàòàåòñÿ âíóòðè íåïîäâèæíîé âåðòèêàëüíîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r. Îáîçíà÷èì θ

óãëîâîå îòêëîíåíèå öåíòðà îáðó÷à îò âåðòèêàëè âíèç. Ïîêàçàòü, ÷òî
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(1)3 ÎÂÄ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè − cos θ,−2 cos θ 6 h
mg(r − a) ;

(2)3 ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé îêîëî θ = 0 ðàâíà ω =
√

g
2(r − a) .

26) Ïàëî÷êà äëèíû 2l êàòàåòñÿ ïî íåïîäâèæíîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, ïðè÷åì ϕ � óãîë îòêëîíåíèÿ
åå îò ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåíèÿ, â êîòîðîì â òî÷êå êàñàíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ íàõîäèòñÿ ñåðåäèíà
ïàëî÷êè. Ïîêàçàòü:

(1)3 ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé îêîëî ðàâíîâåñèÿ ω =
√

3gr
l2

;

(2)4 ïîêà ϕ 6 l
r , π

2 , ãðàíèöû âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ýíåðãåòè÷åñêèì íåðàâåí-
ñòâîì.

27)3 Íåâåñîìûé îáðó÷ ðàäèóñà a ñ ïðèêðåïëåíîé ê íåìó òî÷å÷íîé ìàññîé m êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëü-
íîé ïðÿìîé; ïóñòü ϕ � óãîë ïîâîðîòà ðàäèóñà îáðó÷à, ïðîâåäåííîãî ê m, ïðè÷åì ïðè ϕ = 0 îí
ãîðèçîíòàëåí. Äîêàçàòü, ÷òî

(1)3 ëàãðàíæèàí L = m(1 + sin ϕ)a2ϕ̇2 −mga sin ϕ;
(2)3 óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ϕ̈ + 1

2
cos ϕ

1+sin ϕ

(
g
a + ϕ̇2

)
= 0;

(3)3 ðåàêöèÿ îïîðû N = m 1+sin ϕ
2 (g − aϕ̇2);

(4)3 ïðè äâèæåíèè "èç"âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáðó÷ ïîäñêî÷èò, êîãäà ϕ îáðàòèòüñÿ â
íóëü.

28)3 Îäíîðîäíàÿ ïàëî÷êà ñêîëüçèò êîíöàìè ïî âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìûì;
óãîë ϕ � îòêëîíåíèå åå îò âåðòèêàëè. Ïîêàçàòü, ÷òî â äâèæåíèè èç íà÷àëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ïîêîÿ ϕ0 îíà îòîéäåò îò âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ïîñëå òîãî, êàê îêàæåòñÿ
cosϕ = 2

3 cos ϕ0.

3. Îáîáùåííûå ñèëû
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äâèæóòñÿ òî÷êè mν , ν = 1, . . . , N ñ ðàäèóñàìè-âåêòîðàìè rν . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè

òî÷êè íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì
âî-ïåðâûõ, çàäàííûõ ñèëû F ν , êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèå âñåé ñèñòåìû òî÷åê, òî åñòü

îò t, r1, . . . , rN , ṙ1, . . . , ṙN ;

âî-âòîðûõ, ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïîëîæåíèå ñèñòåìû òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå íå
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, íî çàòî ìîæåò áûòü êîððåêòíî âûðàæåíî ÷åðåç íåêîòîðûå ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû
(èëè îáîáùåííûå êîîðäèíàòû) q1, . . . , qn è âðåìÿ:

(15) rν = rν(q1, . . . , qn, t) .

Òîãäà

(16) ṙν =
∂rν

∂t
+

nX
i=1

∂rν

∂qi
q̇i.

Ïóñòü åñòü ôóíêöèÿ f(q, t). Åå èçîõðîííûì äèôôåðåíöèàëîì èëè âàðèàöèåé íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå (äèôôåðåí-
öèàëüíàÿ ôîðìà) âèäà

(17) δf =

nX
i=1

∂f

∂qi
δqi ,

ãäå ñïåöèàëüíî íàïèñàíî δqi, à íå dqi � ÷òîáû ïîä÷åðíóòü îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà.
Ýëåìåíòàðíîé ðàáîòîé äàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

(18) δA =

NX
ν=1

(F ν , δrν) =

nX
i=1

Qi(q̇, q, t)δqi ,

8
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ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â âûðàæåíèÿ ñèë ïîäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè (16), (15), âû÷èñëåíû èçîõðîííûå äèôôåðåí-
öèàëû è ïðèâåäåíû ïîäîáíûå ÷ëåíû. Êîýôôèöèåíòû Qi íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè ñèëàìè. Â âûðàæåíèå êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè T = 1

2

P
ṙ2

ν òîæå ïîäñòàâèì çàâèñèìîñòè (15) è ïîëó÷èì T = T (q̇, q, t). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ñèñòåìû òî÷åê ñ ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â óíèâåðñàëüíîé ëàãðàíæåâîéôîðìå

(19) d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= Qi , i = 1, . . . , n .

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÈÄÅÀËÜÍÛÌÈ
ÑÂßÇßÌÈ (êîððåêòíîñòü êîòîðîãî - ÷òî îïèñàíèå äâèæåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò -
íàäî äîêàçûâàòü) ëèáî âûâîäèòü åãî èç ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ òàêîé ñèñòåìû: ýòî ÏÐÈÍÖÈÏ
Ä'ÀËÀÌÁÅÐÀ-ËÀÃÐÀÍÆÀ).

Ñèëû Qi íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè, åñëè

(20) Qi ≡ ∂V

∂qi
, i = 1, . . . , n

(òóò V (q, t) � ïîòåíöèàë èëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ). Òîãäà

(21) δA = δV (q, t) .

Áîëåå îáùî, ñèëû Qi íàçûâàþòñÿ îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
W = V (q, t) +

P
Wi(q, t)q̇i òàêàÿ, ÷òî

(22) Qi ≡ d

dt

∂W

∂q̇i
− ∂W

∂qi
, i = 1, . . . , n

(òóò W � îáîáùåííûé ïîòåíöèàë). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

(23) d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0 , L = T −W .

Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ñèëà (ñèëà Ëîðåíöà), äåéñòâóþùàÿ â âàêóóìå íà çàðÿä q,

F(ṙ, r, t) = q

�
E(r, t) +

1

c
[ṙ ×B(r, t)]

�
;

îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíà â ñèëó òîãî, íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E è èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà.
Â ñëó÷àå ÏÎÑÒÎßÍÍÛÕ E è B îáîáùåííûé ïîòåíöèàë ñèëû Ëîðåíöà ðàâåí

W (ṙ, r) = q(E, r) +
q

2c
(B, [r × ṙ]) .

Ñðåäè äåéñòâóþùèõ ñèë ìîãóò áûòü íå òîëüêî (îáîáùåííî) ïîòåíöèàëüíûå è ó÷òåííûå â ëàãðàíæèàíå, íî è
èíûå � îáîçíà÷èì èõ Q′i(q̇, q, t). Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

(24) d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= Q′i .

Ñèëû, çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòè, íàçûâàþòñÿ äèññèïàòèâíûìè (ðýëååâûìè), åñëè åñòü äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ
(ôóíêöèÿ Ðýëåÿ) Φ(q̇, q, t) òàêàÿ, ÷òî

(25) Q′i ≡ − ∂Φ

∂q̇i
.

Îáû÷íî Φ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ñêîðîñòåé. Òîãäà åñëè ∂L
∂t
≡ 0, òî âäîëü

äâèæåíèé ïîëíàÿ ýíåðãèÿ H óáûâàåò (÷òî è íàçûâàåòñÿ äèññèïàöèåé), ïîñêîëüêó

(26) dH

dt
= −2Φ < 0 .

Äëÿ ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ F = −cv äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ Φ = c
2
v2.

9
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4. Íàëîæåíèå ãîëîíîìíîé ñâÿçè
ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê ôèêñàöèè ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòû, íàïðèìåð, qn = 0. Åñëè äàíà ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ

Φ(q̇1, . . . , q̇n, q1, . . . , qn, t), òî ïóñòü bΦ ≡ Φ(q̇1, . . . , q̇n−1, 0, q1, . . . , qn−1, 0, t). Àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ
åùå è îò óñêîðåíèé. Èç ñïîñîáà ïîëó÷èòü (19) ñëåäóåò, ÷òî n− 1 óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íîâîé ãîëîíîìíîé ñèñòåìû
ñóòü

(27) d

dt

∂ bT
∂q̇i

− ∂ bT
∂qi

= cQi , i = 1, . . . , n− 1 .

Ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (19) ïîñëóæèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé îáîáùåííîé ñèëû ðåàêöèè ñâÿçè
N êîòîðàÿ óäåðæèâàåò ñèñòåìó íà òðåáîâàíèè qn = 0 :

(28)
\d

dt

∂T

∂q̇n
− ∂T

∂qn
= cQn + N .

Ðåàëüíî ó N âñåãäà åñòü ôèçè÷åñêèé "ïðîîáðàç".

5. ÒÂÅÐÄÎÅ ÒÅËÎ.
Ðàñïîëîæåíèå òàêîé ñèñòåìû (ïîäñèñòåìû) òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì s(x, y, z)

íåêîòîðîé îòìå÷åííîé òî÷êè S è ìàòðèöåé ïîâîðîòà Θ(ϕ1, ϕ2, ϕ3) íåêîòîðîãî ðåïåðà e1e2e3, æåñòêî
ñâÿçàííîãî ñ òåëîì. Çäåñü ϕi, � óãëû, çàäàþöèå îðèåíòàöèþ òåëà, íàïðèìåð, óãëû Ýéëåðà èëè Êðû-
ëîâà. Ïóñòü F � ñóììà âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî, MS � ñóììàðíûé ìîìåíò âíåøíèõ
ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè S. Òîãäà ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà (èëè åå ÷àñòü äëÿ òåëà-ïîäñèñòåìû) èìååò
âèä

(29) δA = (F , δs) +
X

(MS , eϕi)δϕi ,

ãäå eϕi � íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ òåëà, êîãäà èçìåíÿåòñÿ îäèí òîëüêî óãîë ϕi, à îñòàëüíûå
íåèçìåííû. Òàêèì îáðàçîì, óãëîâàÿ ñêîðîñòü òâåðäîãî òåëà èìååò âèä

! =
X

ϕ̇ieϕi .

Ïåðåìåííûå x, y, z ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îäíó-òðè ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû, óãëîâ ϕi ìîæåò
áûòü è ìåíüøå.

Ìîìåíò ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå M = −C!; äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ
íåãî

(30) Φ = −Ñ
2
!2.

Ïðè âû÷èñëåíèè ëàãðàíæèàíà ïîäñòàíîâêó îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé íàäî äåëàòü íå
òîëüêî â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, íî è ñðàçó â èñõîäíûé (çàïèñàííûé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ)
ïîòåíöèàë, îáîáùåííûé ïîòåíöèàë. Â äèññèïàòèâíóþ ôóíêöèþ òîæå.

29) Îòðåçîê äëèíîé l ñêîëüçèò êîíöîì A ïî îñè x è çäåñü äåéñòâóåò ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ −cvA, à
êîíöîì B ïî îñè y è çäåñü äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ñèëà Fey. Ïóñòü ϕ � óãîë ìåæäó îòðåçêîì è
îñüþ y.

(1)3 Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ îáîáùåííîé ñèëû.
Îòâåò: Qϕ = −Fl cosϕ− ñl2 sin2 ϕϕ̇.

Êàêîâû çäåñü ïîòåíöèàë è äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ?
(2)3 Ïóñòü m � ìàññà îòðåçêà. Íàïèñàòü åãî êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ.

Îòâåò: T = 2ml2

3 ϕ̇2.

30) Îäíîðîäíûé äèñê ðàäèóñà a êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè x, è íà íåãî íàìîòàíà íåðàñòÿæèìàÿ
íèòü. Äèñê òÿíóò çà íèòü ñ ñèëîé F âïðàâî ïîä óãëîì α ê îñè x. Êðîìå òîãî, â òî÷êå êàñàíèÿ
èìååòñÿ âÿçêîå òðåíèå êà÷åíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì C.

10
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(1)3 Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ îáîáùåííîé ñèëû.
Îòâåò: Qx = F cosα− Ñẋ/a.

Êàêîâû çäåñü ïîòåíöèàë è äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ?
(2)2 Ïóñòü m � ìàññà äèñêà. Íàïèñàòü åãî êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ.

Îòâåò: T = 3m
4 ẋ2.

(3)3 Íàïèñàòü óðàâíåíèå Ëàãðàíæà.

31) Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ñôåðå ðàäèóñà r. Íà íåå äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ −cv. Áåðåì
ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû θ ∈ (0, π), ψ.

(1)2 Íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè.
Îòâåò: v = rθ̇eθ + r sin θψ̇eψ.

(2)3 Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ îáîáùåííûõ ñèë.
Îòâåò: Qθ = −ñr2θ̇ Qψ = −cr2 sin2 θψ̇.

(3)4 Ìîæåòå ëè îïèñàòü äâèæåíèå òî÷êè "íà ïàëüöàõ"?

32) Òâåðäîå òåëî ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì âðàùàþùåãî ìîìåíòà M . Èñïîëüçó-
þòñÿ óãëû Ýéëåðà θ ∈ (0, π), ψ, ϕ, çàäàþùèå îðèåíòàöèþ ïîäâèæíîãî ðåïåðà e1e2e3 îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîãî exeyez. Âûïèñàòü îáîáùåííûå ñèëû, åñëè
(1)4 M = Mez (îòâåò: Qθ = 0 Qψ = M Qϕ = M cos θ);
(2)4 M = Me3 (îòâåò: Qθ = 0 Qψ = M cos θ Qϕ = M);
(3)4 M = −Cω (ñîâåò: äîêàæèòå (30) è âûïèøèòå Φ).

33) Òâåðäîå òåëî ñîñòîèò èç îäíîðîäíîãî äèñêà ðàäèóñà r è íåâåñîìîé øòàíãè äëèíû l, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé ïëîñêîñòè äèñêà â åãî öåíòðå. Òåëî êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè
òàê, ÷òî êîíåö øòàíãè îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì íà âûñîòå h = r = l tg α îò ïëîñêîñòè (â ñôåðè÷åñêîì
øàðíèðå). Òðåíèå îòñóòñòâóåò, à ðåàêöèÿ îïîðû ëåæèò â ïëîñêîñòè äèñêà. Ïîêàçàòü, ÷òî
(1)3 ïðè äâèæåíèè óãîë ïîâîðîòà øòàíãè ψ ìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî;
(2)4 ðåàêöèÿ ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíà åé: R = m(g + r

2 ψ̇2).
Ðåàëüíî, êîíå÷íî, âñåãäà |ψ̇| óáûâàåò �

(3)3 êàêîâà ìîæåò áûòü ïðèðîäà îáîáùåííîé ñèëû, êîòîðóþ íàäî äîïèñàòü â óðàâíåíèå Ëàãðàíæà,
÷òîáû îáúÿñíèòü ýòî ÿâëåíèå?

(4)3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â øàðíèðå äåéñòâóþò ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ ñ ìîìåíòîì M = −Ñω; ÷åìó
ðàâíà îáîáùåííàÿ ñèëà Qψ?

(5)3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå êîíòàêòà ñ ïëîñêîñòüþ âîçíèêàåò âÿçêîå òðåíèå êà÷åíèÿ ñ ìîìåíòîì
M‖ = −Ñkω‖ (ïîäðàçóìåâàþòñÿ âåêòîðû, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè); ÷åìó ðàâíà Qψ?

(6)3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå êîíòàêòà ñ ïëîñêîñòüþ âîçíèêàåò âÿçêîå òðåíèå âåð÷åíèÿ ñ ìî-
ìåíòîì M⊥ = −Ñbω⊥ (ïîäðàçóìåâàþòñÿ âåêòîðû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè); ÷åìó ðàâíà
îáîáùåííàÿ ñèëà?
(Îòâåò: Qψ = −Cbψ̇/ sin2 α)

34) Òâåðäîå òåëî ñîñòîèò èç îäíîðîäíîãî øàðà ðàäèóñà r è íåâåñîìîé øòàíãè äëèíû l − r, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé ïîâåðõíîñòè øàðà. Òåëî êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî íàêëîííîé ïî óãëîì β ïëîñêîñòè
òàê, ÷òî êîíåö øòàíãè îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì íà íåé (â ñôåðè÷åñêîì øàðíèðå). Ïóñòü ψ � óãîë
ïîâîðîòà ïðîåêöèè øòàíãè íà ïëîñêîñòü îò íàïðàâëåíèÿ íàèáûñòðåéøåãî ñïóñêà.
(1)4 Òðåíèå îòñóòñòâóåò. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé

ω =

√
5
7

g

l
sin β ;

11
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(2)3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âäîëü øòàíãè äåéñòâóåò ïîñòîÿííûé âðàùàþùèé ìîìåíò M ; ÷åìó ðàâíà
îáîáùåííàÿ ñèëà Qψ?

(3)3 íàéòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ;
(4)3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â øàðíèðå äåéñòâóþò ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ ñ ìîìåíòîì M = −Ñω; ÷åìó

ðàâíà îáîáùåííàÿ ñèëà Qψ?

(5)3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå êîíòàêòà ñ ïëîñêîñòüþ âîçíèêàåò âÿçêîå òðåíèå êà÷åíèÿ; ÷åìó ðàâíà
Qψ?

(6)4 Êàê çäåñü íàñ÷åò òðåíèÿ âåð÷åíèÿ?

35) Îäíîðîäíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíêà ìàññîé m, äëèíîé 2b è øèðèíîé 2a ïîâîðà÷èâà-
åòñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé ïðîäîëüíîé îñè ñèììåòðèè íà óãîë θ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîé
íåâåñîìîé ðàìêè, à ýòà îñü â ñâîþ î÷åðåäü ïîâîðà÷èâàåòñÿ (âìåñòå ñ ðàìêîé) âîêðóã
âåðòèêàëè íà óãîë ψ :

(1)3 âû÷èñëèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïëàñòèíêè;
(2)3 ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàìêà ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ψ̇ = Ω; äîêà-

çàòü, ÷òî ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíêè ðàâíà êàê ðàç Ω;

(3)4 ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðàùåíèþ âîêðóã ãîðèçîíòàëè ïðåïÿòñòâóåò ìîìåíò ñèë âÿç-
êîãî òðåíèÿ −Cθ̇ : íàïèñàòü óðàâíåíèå Ëàãðàíæà è íàéòè ðàâíîâåñèÿ (îòâåò:
ma2

3 (θ̈ − Ω2 sin θ cos θ) = −Cθ̇; θ∗ = nπ/2);

(4)4 âû÷èñëèòü âåðòèêàëüíûé âðàùàþùèé ìîìåíò Mψ, êîòîðûé íàäî ïðèêëà-
äûâàòü ê îñè ðàìêè, ÷òîáû ïîääåðæèâàòü åå ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå (îòâåò:
Mψ = 2ma2

3 Ωθ̇ sin θ cos θ);

(5)4 ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãîë θ ðàâíîìåðíî ìåíÿåòñÿ ( θ = νt), à âåðòèêàëüíàÿ îñü
ðàìêè ïðîâîðà÷èâàåòñÿ ñâîáîäíî; íàïèñàòü ôîðìóëó èçìåíåíèÿ óãëà ψ (îòâåò:
ψ = C

∫
(a2 + b2 sin2 νt)−1dt);

(6)4 âû÷èñëèòü ãîðèçîíòàëüíûé âðàùàþùèé ìîìåíò Mθ, êîòîðûé íàäî ïðèêëàäûâàòü
ê îñè ïëàñòèíêè, ÷òîáû ïîääåðæèâàòü åå ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå.

Äâå è áîëåå ñòåïåíåé ñâîáîäû.
6. Èíòåãðàëû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
"

F (q̇, q, t)

F (p, q, t)
, ïîñòîÿííàÿ âäîëü ëþáîãî ðåøåíèÿ ýòîé

ñèñòåìû. Âîò ïðîñòåéøèå èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (áåç îáîáùåííûõ ñèë).
1. Åñëè ∂L

∂t
≡ 0 òî èìååòñÿ èíòåãðàë ýíåðãèè

H(q̇, q) =

nX
i=1

q̇i
∂L

∂q̇i
− L = h = const

2. Åñëè (î÷åíü ïîõîæå) ∂L
∂qk

≡ 0, (òîãäà êîîðäèíàòà qk íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé â èñïîëüçóåìîé ñèñòåìå ïåðå-
ìåííûõ), òî èìååòñÿ

(31) J =
∂L

∂q̇k
= c = const.

12
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7. Àâòîíîìíûå ãîëîíîìíûå ñèñòåìû
� òå, ó êîòîðûõ âûðàæåíèÿ ñèë F ν . è ðàäèóñîâ âåêòîðîâ rν íå ñîäåðæàò âðåìåíè ÿâíî � âñòðå÷àþòñÿ ÷àùå

âñåãî. Òàêàÿ ñèñòåìà ñ ïîòåíöèàëüíûìè ñèëàìè èìååò íàòóðàëüíûé ëàãðàíæèàí: L = T − V, ãäå

(32) T =
1

2

nX
i,j=1

aij(q)q̇iq̇j

� êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, à V (q) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ.
Èíòåãðàë ýíåðãèè H = T + V = h (ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñîõðàíÿåòñÿ; ËÀÃÐÀÍÆÈÀÍ
- ÐÀÇÍÎÑÒÜ ÝÍÅÐÃÈÉ). Ïðè ôèêñèðîâàííîì h ðåøåíèå q(t) îáÿçàòåëüíî íàõîäèòñÿ â îáëàñòè âîçìîæíîñòè
äâèæåíèÿ (ÎÂÄ ) {V (q) 6 h}.

Ìàòðèöà A = ‖aij‖ âñåãäà ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

(33)
nX

j=1

aik(q)q̈k +

nX

k,l=1

Γi,kl(q)q̇k q̇l +
∂V

∂qi
= 0 .

Ó íàòóðàëüíûõ ñèñòåì öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë ëèíååí ïî ñêîðîñòÿì:

(34)
X

akj(q)q̇j = c .

Â ìàòðè÷íîé çàïèñè íàòóðàëüíûé ëàãðàíæèàí

(35) L =
1

2
〈A(q)q̇, q̇〉 − V (q)

Ó ñèñòåìû (33) èìååòñÿ ðåøåíèå q(t) ≡ q∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂V
∂q

(q∗) = 0, òî åñòü q∗ � êðèòè÷åñêàÿ
òî÷êà ïîòåíöèàëà. Áóäåì ñ÷èòàòü q∗ = 0. Ëèíåàðèçàöèÿ (33) äàåò

(36) A(0)q̈ + B(0)q = 0 , B =


d2V

dqi
2
qj

 .

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîðîæäåíû ëàãðàíæèàíîì ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (áåðóòñÿ ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ðàçëîæåíèÿ
L â ðÿä Òåéëîðà)

(37) L∗ =
1

2
〈A(0)q̇, q̇〉 − 1

2
〈B(0)q, q〉 .

Ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ q = Ñξ, ïîñëå êîòîðîé L∗ ïðèîáðåòàåò íîðìàëü-
íóþ ôîðìó

(38) L∗ =
1

2

nX

k=1

ξ̇2
k − 1

2

nX

k=1

Λkξ2
k ,

à â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ:

(39) ξ̈k + Λkξk = 0 , k = 1, . . . , n .

Âåëè÷èíû Λk ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

(40) det(B − ΛA) = 0 ,

à íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû fk îñåé êîîðäèíàò ξ â ïåðåìåííûõ q èùóòñÿ èç

(41) (B − ΛkA)fk = 0 .

Ìàòðèöà C ïåðåõîäà ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì ñîñòîèò èç ýòèõ âåêòîðîâ êàê ñòîëáöîâ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, èì
ñëåäóåò ïðèäàòü åäèíè÷íóþ äëèíó â åâêëèäîâîé ìåòðèêå ñ ìàòðèöåé A, íî åñëè ýòî íå ñîáëþñòè, òî íîðìàëüíûå
êîîðäèíàòû ïðîñòî óìíîæàòñÿ íà íåêîòîðûå ÷èñëà, è óðàâíåíèÿ (39) ñîõðàíÿò ñèëó (íî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â
(38) íå ñòàíåò ñóììîé êâàäðàòîâ).

Åñëè êàêîå-ëèáî Λl > 0, òî ξl(t) = al cos(ωlt + αl) , ωl =
√

Λl . Åñëè âñå Λk > 0, òî èìååì ìèíèìóì V,

óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå; ïðè n = 2 òðàåêòîðèè ìàëûõ êîëåáàíèé � ôèãóðû Ëèññàæó â ïðÿìîóãîëüíèêå |ξk| 6 ak.
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Îíè çàìêíóòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå ÷àñòîò ω1/ω2 åñòü ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âñþäó ïëîòíû â ïðÿìîóãîëüíèêå.

Åñëè Λl < 0, òî ïî ξl èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíûé óõîä. Åñëè åñëè ÷àñòü Λk < 0, òî èìååì ñåäëî, åñëè
âñå Λk < 0 � èìååì ìàêñèìóì.

Íà áóäóùåå: äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äîñòàòî÷íî çíàòü êîýôôèöèåíòû êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
òîëüêî â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Ýòî îñîáåííî âàæíî â çàäà÷àõ ñî ñëîæíîé êèíåìàòèêîé, êîãäà â îáùåì ïîëî-
æåíèè âû÷èñëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ãðîìîçäêî.

36) Óáåäèòüñÿ, ÷òî

(1)4 åñëè ê ëàãðàíæèàíó L ïðèáàâèòü ëèíåéíóþ ôîðìó ñêîðîñòåé f0(q, t)+
∑

fi(q, t)q̇i , òî ê ëåâûì
÷àñòÿì óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïðèáàâÿòñÿ êîñîñèìåòðè÷íûå âûðàæåíèÿ

(42)
∑

k

(
∂fi

∂qk
− ∂fk

∂qj

)
q̇k +

∂fi

∂t
− ∂f0

∂qi
;

(2)3 åñëè ê ëàãðàíæèàíó ïðèáàâèòü ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ d
dt

ϕ(q, t) (êàëèáðîâêà), òî óðàâíåíèÿ Ëà-
ãðàíæà íå èçìåíÿòñÿ;

(3)3 åñëè ê àâòîíîìíîìó ëàãðàíæèàíó L ïðèáàâèòü
∑

fi(q)q̇i , òî èíòåãðàë òèïà ýíåðãèè íå èçìå-
íèòñÿ;

8. ×àñòíûå äâèæåíèÿ

37) Îäíîðîäíûé äèñê ìàññû M è ðàäèóñà a âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåãî öåíòðà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè
(óãîë ïîâîðîòà � ϕ). Ñ íåãî ñìàòûâàåòñÿ íåâåñîìàÿ è íåðàñòÿæèìàÿ íèòü, è íà íåé ïîäâåøåíà
òî÷å÷íàÿ ìàññà m (α � óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè, èäóùåé âíèç). Ïðè ϕ− α = 0 äëèíà
íèòè l = 0. Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)4 óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äîïóñêàþò ÷àñòíîå ðåøåíèå

(43) α(t) ≡ 0 , ϕ(t) = − m

M + 2m

gt2

2
+ C1t + C2 ;

(2)4 íàòÿæåíèå íèòè êàê ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ åñòü

(44) N =
Mm

M + 2m
(g + a(α− ϕ)α̇2) .

38) Îäíîðîäíûé äèñê ìàññû M è ðàäèóñà a ïîäâåøåí ("ê ïîòîëêó") â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè íà íàìî-
òàííóþ íà íåãî íåâåñîìóþ è íåðàñòÿæèìóþ íèòü. Îáîçíà÷èì α óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè
âíèç, s äëèíó ñìîòàâøåéñÿ íèòè. Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)4 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîïóñêàþò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñ α(t) ≡ 0, è âûïèñàòü ýòè ðåøåíèÿ ÿâíî;
(2)4 íàòÿæåíèå íèòè êàê ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ åñòü

(45) N =
M

3
(g cosα + sα̇2) .
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9. Ìàëûå êîëåáàíèÿ

39) Â ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ òî÷êà åäèíè÷íîé ìàññû ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñ ïîòåíöèàëîì
V = 1

2 (ax2 + by2 + 2cxy). Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)3 îñè íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò ïîâåðíóòû íà óãîë arcctg b−a
2c ;

(2)3 ÷àñòîòû ω1,2 =
√

1
2 (a + b∓

√
(b− a)2 + 4c2).

40) Äâîéíîé ìàÿòíèê. Ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìàÿòíèêó äëèíû l è ìàññû M ïîäâåøåí ìàÿòíèê òàêîé æå
äëèíû è ìàññû m, óãëû îòêëîíåíèÿ îò âåðòèêàëè âíèç îáîçíà÷èì ϕ1 è ϕ2. Ñâåñòè çàäà÷ó î ìàëûõ
êîëåáàíèÿõ ê ïðåäûäóùåé. Ïðè M = m ïîëó÷èòü

(1)3 ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ω1,2 =
√

2∓√2
√

g
l
;

(2)4 âåêòîðû îñåé íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò f1,2 =
(

1
±√2

)
.

41) Ïóñòü äâîéíîé ìàÿòíèê ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé ìàññû m è äëèíû l. Ïîëó÷èòü

(1)3 ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ω1,2 =
√

3∓ 6/
√

7
√

g
l
;

(2)4 âåêòîðû îñåé íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò f1,2 =
(

4∓√7
3
√

7± 6

)
.

42)Ìàññû m1 è m2 äâèæóòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè, çàæàòûå ìåæäó òðåìÿ îäèíàêîâûìè ïðóæèíàìè ñ
æåñòêîñòüþ k. Êîíöû âíåøíèõ ïðóæèí çàêðåïëåíû. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ìåíüøåé ñîáñòâåííîé
÷àñòîòû ê áîëüøåé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 < ω1/ω2 6 1/

√
3.

43) Â íåïîäâèæíîé âåðòèêàëüíîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ + a êàòàåòcÿ îáðó÷ ìàññû Ì è ðàäèóñà a,

ïî êîòîðîìó, â ñâîþ î÷åðåäü, êàòàåòñÿ ïàëî÷êà äëèíû 2l. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ � êîãäà îáðó÷
íàõîäèòñÿ âíèçó, à ïàëî÷êà ëåæèò íà íåì ãîðèçîíòàëüíî. Ïîêàçàòü, ÷òî

(1)5 ýòî ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî ïðè óñëîâèè (Ì + m)a > mρ;
(2)5 â ñëó÷àå M = m è ρ = a = l ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñóòü

(46) ω1 =
√

g

3a
, ω2 =

√
3g

a

44) Îáîñíîâàòü, ÷òî

(1)4 ëàãðàíæèàí âèäà

(47) L =
1
2
〈Aq̇, q̇〉+ 〈Φq, q̇〉 − 1

2
〈Bq, q〉

(ñ ó÷àñòèåì ïîñòîÿííûõ ìàòðèö, ïðè÷åì A,B � ñèììåòðè÷åñêèå) ïîðîæäàåò àâòîíîìíóþ ñè-
ñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(48) Aq̈ + (Φ− Φ∗)q̇ + Bq = 0 ;

(2)3 íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòðèöó Φ êîñîñèììåòðè÷åñêîé;
(3)4 ëàãðàíæèàí âèäà (47) ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæèàíîì ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ëþáîãî L = L(q̇, q),

åñëè ïðè q = 0 èìååòñÿ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ:
à èìåííî, ðàçëîæèì L â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè q = 0, q̇ = 0 è îñòàâèì ñóììó ÷ëåíîâ
âòîðîãî ïîðÿäêà; åñëè ëèíåàðèçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, òî ëèíåéíîå
ïðèáëèæåíèå áóäåò ïîðîæäàòüñÿ èìåííî ýòîé ñóììîé êàê ëàãðàíæèàíîì.
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10. Öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû

45)4 ÏÎÍÈÆÅÍÈÅ ÏÎÐßÄÊÀ. Ïóñòü åñòü n−m öèêëè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ

(49) Js =
∂L

∂q̇m+s
= cs , s = 1, . . . , n−m .

Ïóñòü íàáîðû q1(t), . . . , qm(t), qm+1(t), . . . , qn(t) ñóòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (2), íà
êîòîðûõ öèêëè÷åñêèå èíòåãðàëû ïðèíèìàþò çàäàííûå çíà÷åíèÿ c = (c1, . . . , cn−m). Òîãäà óñå÷åííûå
íàáîðû q1(t), . . . , qm(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ëàãðàíæåâîãî âèäà

(50) d

dt

∂Rc

∂q̇α
− ∂Rc

∂qα
= 0 α = 1, . . . , n ,

â êîòîðûõ òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ Ðàóñà

(51) Rc = L−
n−m∑
s=1

csq̇m+s

∣∣∣∣∣
q̇m+s=q̇m+s(c,...)

;

çäåñü ñêîðîñòè q̇m+1, . . . , q̇n âûðàæåíû ÷åðåç c1, . . . , cn−m (à çàîäíî è ÷åðåç q̇1, . . . , q̇m, q1, . . . , qm, t)
èìåííî èç ñèñòåìû (49). Â èòîãå ýòèì âûðàæåíèÿì ìîæåò áûòü ïðèäàí âèä

(52) q̇m+s = −∂Rc

∂cs
.

Óðàâíåíèÿ (50) ñîñòàâëÿþò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó (ïî Ðàóñó).
46) Ïóñòü äàíà àâòîíîìíàÿ íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû; ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû

îáîçíà÷èì q1 = r, q2 = ϕ, ïðè÷åì ïîñëåäíþþ áóäåì ñ÷èòàòü öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòîé:

(53) L =
1
2
(α(r)ṙ2 + 2γ(r)ṙϕ̇ + β(r)ϕ̇2)− V (r) .

Óáåäèòüñÿ â ñëåäóþùåì:
(1)3 öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë ðàâåí

(54) J = β(r)ϕ̇ + γ(r)ṙ = c

(2)3 èç èíòåãðàëîâ J = c, T + V = h ñëåäóåò

(55)
1
2

α(r)β(r)− γ2(r)
β(r)

(
dr
dt

)2

+
(

c2

2β(r) + V (r)
)

= h ,

dϕ
dt

= c− γ(r)ṙ
β(r) ,

ãäå â ñêîáêàõ ñòîèò ò.í. ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë Vc; òàê ÷òî îáëàñòè âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ ñ
çàäàííûìè c è h çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâîì Vc(r) 6 h.

(3)4 Ïóñòü ïî r èìååì êîëåáàíèå (èç ïåðâîãî). Âèäÿ (èç âòîðîãî), ÷òî ϕ(t) ìîæåò áûòü ìîíîòîííà,
à ìîæåò è íå áûòü, ïîëó÷àåì âîëíîîáðàçíîå, ëèáî ñïèðàëåâèäíîå, ëèáî äàæå áîëåå ñëîæíîå
äâèæåíèå â êîëüöå íà ïëîñêîñòè r, ϕ (ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû).

(4)3 Íàïèñàòü ôóíêöèþ Ðàóñà (c ó÷åòîì çàäà÷è 12).
(5)5 Ïóñòü r∗(c) - ðàâíîâåñèå â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå; òîãäà â èñõîäíîé ñèñòåìå åñòü ðåøåíèå (îò-

íîñèòåëüíîå ðàâíîâåñèå) âèäà

r(t) ≡ r∗(c), ϕ(t) = ϕ0 + Ωc(t− t0) ,

ãäå Ω = c
β(r∗(c))

;
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(6)5 ïóñòü γ(r) ≡ 0 è r∗(c) + a cosωc(t− t0) � ìàëûå êîëåáàíèÿ ïî r âáëèçè îòíîñèòåëüíîãî ðàâíî-
âåñèÿ; òîãäà ωc = V ′′

c (r∗(c))
β(r∗(c))

, è âòîðàÿ êîîðäèíàòà èçìåíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ϕ(t) = ϕ0 + Ωct−Kca sin ωc(t− t0) , Kc = c
β′(r∗(c))
β2(r∗(c))

, a ¿ r∗

47) Â ïîëå ñèëû òÿæåñòè òî÷êà ìàññîé m äâèæåòñÿ ïî âåðõíåé ïîëîâèíå êîíóñà z2 = x2 + y2. Ïðèìåíÿÿ
öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r, α, z, ïåðåéòè ê ïðèâåäåííîé ñèñòåìå (ïî Ðàóñó) è ïîêàçàòü,
÷òî

(1)3 ÎÂÄ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì c2

2mr2 + mgr 6 h ;

(2)3 ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé ω =
√

3
2

3

√
g2

mc ;
(3)4 ïóñòü ïðè t = 0 èìååì r = r0 è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü âåëè÷èíû v0 ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó-

âåêòîðó; ïîëîæèì ρ0 = v2
0/(
√

2g); òîãäà â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå r(t) èçìåíÿåòñÿ ìåæäó r1 6 r2,

ãäå îäíà èç ýòèõ âåëè÷èí ðàâíà r0, à äðóãàÿ åñòü 1
2 (ρ0 +

√
ρ2
0 + 4ρ0r0).

48) Â ïîëå ñèëû òÿæåñòè îäíîðîäíûé îáðó÷ ðàäèóñà R è ìàññîé M ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã ñâîåãî öåíòðà
íà óãîë ψ, à âíóòðè íåãî êàòàåòñÿ äðóãîé îáðó÷ � ðàäèóñà r è ìàññîé m, ïðè÷åì óãîë îòêëîíåíèÿ
ëèíèè öåíòðîâ îò âåðòèêàëè îáîçíà÷åí θ. Òðåáóåòñÿ

(1)3 ïîëó÷èòü öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë

(56) (M + m)Rψ̇ −m(R− r)θ̇ = c;

(2)3 ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé îêîëî θ = 0 åñòü

(57) ω =

√
M + m

2M + m

g

R− r
;

(3)3 îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ýòà ÷àñòîòà íå çàâèñèò îò ïîñòîÿííîé öèêëè÷åñêîãî èíòåãðàëà;
(4)4 ïîêàçàòü, ÷òî ÎÂÄ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

(58) − cos θ , − 4M + 3m

2(M + m)
cos θ 6 1

mg(R− r)
(h− c2

2(M + m)r2 ) .

49) Ýëëèïòè÷åñêèé ìàÿòíèê. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ìàññû m è äëèíû l ïîäâåøåí ê òî÷å÷íîé ìàñ-
ñå M, ñêîëüçÿùåé ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè x. Âûïèñàòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè
äâèæåíèè èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ìàññà m îïèñûâàåò äóãó ýëëèïñà.

11. Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è

50)3 ÃÈÐÎÑÊÎÏ Ñ ÄÂÓÌß ÑÒÅÏÅÍßÌÈ ÑÂÎÁÎÄÛ. Ðàìêà â ôîðìå îêðóæíîñòè ìîæåò
ïîâîðà÷èâàòüñÿ íà óãîë ψ âîêðóã ñâîåãî äèàìåòðà, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî (äëÿ
îïðåäåëåííîñòè). Â ðàìêå âîêðóã äðóãîãî äèàìåòðà âðàùàåòñÿ îäíîðîäíûé äèñê (óãîë
ïîâîðîòà ϕ), ïðè÷åì äèñê ïåðïåíäèêóëÿðåí îñè âðàùåíèÿ, à öåíòð äèñêà íàõîäèòñÿ â
öåíòðå îêðóæíîñòè. Ñ÷èòàåì, ÷òî ψ̇, ϕ̇ ïîíà÷àëó ïîëîæèòåëüíû, à íàïðàâëåíèÿ âðàùå-
íèÿ ñîñòàâëÿþò (ïîñòîÿííûé) óãîë α ∈ (0, π/2). Âäîëü âòîðîé îñè âðàùåíèÿ ñî ñòîðîíû
ðàìêè íà äèñê äåéñòâóåò ìîìåíò ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ Mθ = −Ñϕ̇. Ðàçóìååòñÿ, äåéñòâóþò
òàêæå è ðåàêöèè â â êîíöàõ îñè. Ïîìíÿ ïðî òðåòèé çàêîí Íüþòîíà, ñëåäóåò âûïèñàòü
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îáîáùåííûå ñèëû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé - ÂÍÈÌÀÍÈÅ! èõ äâóõ
òâåðäûõ òåë. Âûïèñàòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà è äîêàçàòü, ÷òî ñî âðåìåíåì ϕ̇ óáûâàåò
(÷òî íåóäèâèòåëüíî), à ψ̇, íàîáîðîò, âîçðàñòàåò (÷òî êàæåòñÿ ñòðàííûì � ðàìêà ðàñêðó-
÷èâàåòñÿ ïîä âëèÿíèåì ñèë òðåíèÿ).
Òå æå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü è ñ ïîìîùèþ îáùèõ òåîðåì äèíàìèêè.

51) ÇÀÄÀ×À Î ÏËÎÑÊÎÌ ÄÂÈÆÅÍÈÈ ÒÎ×ÊÈ Â ÖÅÍÒÐÀËÜÍÎÌ ÏÎËÅ ÑÈË. Óáåäèòüñÿ, ÷òî

(1)2 îíà ïîäïàäàåò ïîä òåîðèþ 46, ïðè÷åì γ(r) ≡ 0;

(2)4 äëÿ ïîòåíöèàëà V = −mλ
rp , 0 < p < 2 äâèæåíèÿ, áëèçêèå ê îòíîñèòåëüíîìó ðàâíîâåñèþ r∗

èìåþò âèä
r∗ + a cosω(t− t0) , ϕ(t) = ϕ0 + Ωt−Ka sin ω(t− t0) ,

ãäå Ω =
√

pλr
−1−p/2
∗ , ω = Ω

√
p− 2, K = 2/(r∗

√
p− 2).

52) ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÀßÒÍÈÊ. Ìàññà m íà íèòè äëèíîé l â ïîëå ñèëû òÿæåñòè; äâèæåíèå èññëå-
äóåòñÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ θ, ψ (îñü z � âåðòèêàëü ââåðõ, äîëãîòà θ ∈ (0, π)). Ïîêàçàòü,
÷òî

(1)3 ëàãðàíæèàí

(59) L =
ml2

2
(θ̇2 + sin2 θψ̇2)−mgl cos θ ;

(2)3 öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë

(60) ml2 sin2 θψ̇ = c

ïî ñìûñëó åñòü z -êîìïîíåíòà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òî÷êè;
(3)3 ôóíêöèÿ Ðàóñà Rc = ml2

2 θ̇2 − Vc(θ), ãäå

(61) Vc(θ) =
c2

2ml2 sin2 θ
+ Mgl cos q;

(4)3 ÎÂÄ â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Vc(θ) 6 h, òàê ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, óãîë
θ(t) êîëåáëåòñÿ â íåêîòîðûõ ïðåäåëàõ [θ1(c, h), θ2(c, h)];

(5)4 ïóñòü ïðè t = 0 èìååì θ = θ0 è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü âåëè÷èíîé v0 ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó-
âåêòîðó; ïîëîæèì λ0 = v2

0/(
√

2g); òîãäà óãîë θ(t) èçìåíÿåòñÿ ìåæäó θ1 6 θ2, ãäå îäíà èç ýòèõ
âåëè÷èí � θ0, à äðóãàÿ � arccos( 1

2 (λ0 −
√

λ2
0 + 4(1 + λ0 cos θ0);

(6)3 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ψ(t) íàäî áóäåò èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå

(62) dψ

dt
=

c

ml2 sin2 θ(t)
;

(7)4 åñëè θ∗ � îòíîñèòåëüíîå ðàâíîâåñèå â çàäà÷å (òî÷êà ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé
îêðóæíîñòè), òî ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé ïî θ âáëèçè íåãî ðàâíà

(63) ω =

√
g

l

3 sin2 θ∗ + 1
sin θ∗

.
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53)4 ÂÎË×ÎÊ ËÀÃÐÀÍÆÀ. Ðàññìîòðèì âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè â ïîëå
ñèëû òÿæåñòè. Ïðåäïîëîæèì ïðè ýòîì, ÷òî ñ òåëîì ñâÿçàíû ãëàâíûå îñè èíåðöèè, ïðè÷åì òåëî
äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íî, òî åñòü äâà ìîìåíòà èíåðöèè ðàâíû: A = B. Ìàññà ðàâíà M, è ïóñòü
öåíòð ìàññ ëåæèò íà òðåòüåé îñè èíåðöèè íà ðàññòîÿíèè l îò íåïîäâèæíîé òî÷êè. Íåïîäâèæíóþ
îñü z íàïðàâèì ïî âåðòèêàëè ââåðõ. Ïîêàçàòü, ÷òî â óãëàõ Ýéëåðà

(1) êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T =
1
2
[Aθ̇2 + (C cos2 θ + A sin2 θ)ψ̇2 + 2Cψ̇ϕ̇ cos θ + Cϕ̇2] ,

à ïîòåíöèàëüíàÿ V = Mgl cos θ ;
(2) öèêëè÷åñêèå èíòåãðàëû ñóòü

(C cos2 θ + A sin2 θ)ψ̇ + Cϕ̇ cos θ = c ; Cϕ̇ + Cψ̇ cos θ = k ,

(3) çàôèêñèðîâàâ êîíñòàíòû c, k è h, ïîêàçàòü, ÷òî äâèæåíèå îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (óãëû
θ, ψ) îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè � ïåðâîå èç íèõ

A
2 θ̇2 + Vck(θ) = h ,

Vck(θ) = (c− k cos θ)2

2A sin2 θ
+ k2

2C + Mgl cos q ;

(4) ÎÂÄ äëÿ θ äàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Vck(θ) 6 h, òàê ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, óãîë θ êîëåáëåòñÿ â
ïðåäåëàõ [θ1(c, k, h), θ2(c, k, h)];

(5) âòîðîå óðàâíåíèå � äëÿ óãëà ψ áóêâàëüíî èíòåãðèðóåòñÿ:

dψ

dt
=

c− k cos θ(t)
A sin2 θ(t)

;

(6) ôóíêöèÿ ψ(t) áóäåò ìîíîòîííîé, åñëè arccos c/k ∈ [θ1, θ2].
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Ïðèìå÷àíèÿ
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