
Ñâåäåíèÿ èç âåêòîðíîé àëãåáðû.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ a è b âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

(1) (a, b) = axbx + ayby + azbz = ab cosψ,

ãäå ψ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, a, b � èõ ìîäóëè.
Çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ íàøåãî òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R3. Íàãëÿäíî ãîâîðÿ, ýòî çíà-

÷èò, ÷òî îòíûíå äåéñòâóåò ñîãëàøåíèå ïðèìåíÿòü òîëüêî ïðàâûå ðåïåðû � òàêèå, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû,
ãëÿäÿ èì íàâñòðå÷ó, ìîæíî ïî ïîðÿäêó îñìîòðåòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [a × b] îðòîãîíàëüíî ñîìíîæèòåëÿì a è b, åãî ìîäóëü | [a× b] | = ab| sin ψ|,
òðîéêà âåêòîðîâ a, b, [a × b] åñòü ïðàâàÿ. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôîðìàëüíîãî
îïðåäåëèòåëÿ:

(2) [a× b] =

∣∣∣∣∣∣

ex ax bx

ey ay by

ez az bz

∣∣∣∣∣∣
.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íåâûðîæäåíî â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà a ñóùåñòâóåò
òàêîé b, ÷òî èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ. Áîëåå òî÷íî, [a × b] = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âåêòîðû a è b êîëëèíåàðíû.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî è ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ èìåþò äâà ýêâèâàëåíò-
íûõ îïðåäåëåíèÿ è ñîîòâåòñòâåííî äâà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ: ãåîìåòðè÷åñêèé (ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìîäóëåé âåêòîðîâ è óãëà ìåæäó íèìè) è àíàëèòè÷åñêèé (îïåðèðóþùèé ñ êîì-
ïîíåíòàìè âåêòîðîâ â îðòîíîðìèðîâàííîì ðåïåðå). Íà ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ
îáîèìè, ïðè÷åì îò âûáîðà óäà÷íîãî ñïîñîáà ÷àñòî çàâèñèò åñëè íå ñàì óñïåõ â ðåøåíèè çà-
äà÷è, òî áûñòðîòà åãî äîñòèæåíèÿ. Â îáùèõ ÷åðòàõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå:
â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âåêòîðû óäîáíî ðàñïîëîæåíû, â ÷àñòíîñòè, êîãäà äîñòàòî÷íî ÿñåí
óãîë ìåæäó íèìè, ýôôåêòèâíåå ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá; è åñëè æå â ðàñïîëîæåíèè âåêòî-
ðîâ íåò íèêàêîé î÷åâèäíîé ñïåöèôèêè, òî ëó÷øå, íå òîðîïÿñü, ïðèìåíèòü àíàëèòè÷åñêèé
ñïîñîá.

Êîãäà çàâåäîìî èçâåñòíî íàïðàâëåíèå âåêòîðà a, íàïðèìåð a ‖ ez, òî ïîÿâëÿåòñÿ ñîáëàçí íàïèñàòü
a = aez. Â ýòîì ñëó÷àå a íå ìîäóëü, à, êàê èíîãäà ãîâîðÿò, àëãåáðàè÷åñêîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ � ìîäóëü ñî
çíàêîì. Êîðî÷å, âîçìîæíà âîëüíîñòü ðå÷è, ê êîòîðîé íàäî áûòü ãîòîâûì.

Îïåðàöèè ñ ó÷àñòèåì òðåõ âåêòîðîâ: ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

(3) (a, [b× c]) = (b, [c× a]) = (c, [a× b]) =

∣∣∣∣∣∣

ax bx cx

ay by cy

az bz cz

∣∣∣∣∣∣
;

äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

(4) [a× [b× c]] = b(a, c)− c(a, b).

Êîýôôèöèåíòû çäåñü â íàðóøåíèå îáùåãî ïðàâèëà íàïèñàíû ïîñëå âåêòîðîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ëåãêî çàïîì-
íèòü ôîðìóëó, ïðî÷èòàâ åå êàê ¾áàö ìèíóñ öàï¿.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áèëèíåéíî, ñèììåòðè÷íî è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî; âåêòîðíîå � áèëèíåé-
íî, àíòèñèììåòðè÷íî è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(5) [a× [b× c]] + [b× [c× a]] + [c× [a× b]] ≡ 0.
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ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß ÂÅÊÒÎÐÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ:

f(t) = fx(t)ex + fy(t)ey + fz(t)ez RA
df

dt
≡ ḟ(t)

îïð
= ḟx(t)ex + ḟy(t)ey + ḟz(t)ez.

Èç îïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ḟ íå çàâèñèò îò äâèæåíèÿ òî÷êè ïðèëîæåíèÿ âåêòîðà.
Ïðèåì âû÷èòàíèÿ. Åñëè âåêòîð f(t) =

−−−−−−→
P (t)Q(t), òî

(6)
−−−−−−→
P (t)Q(t) ≡ −−→

OQ(t)−−−→OP (t) ⇒ d

dt

−−→
PQ = vQ − vP .

Ýòî ïðîñòî, íî áûâàåò î÷åíü ïîëåçíî.
ÏÐÀÂÈËÀ ËÅÉÁÍÈÖÀ äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé:

d

dt
λ(t)f(t) = λ̇f + λḟ ,

d

dt
(a(t), b(t)) = (ȧ, b) + (a, ḃ),

d

dt
[a(t)× b(t)] = [ȧ× b] + [a× ḃ].

ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÒÎ×ÊÈ â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè x(t), y(t), z(t). Èõ ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðåìåííûå êîîðäèíàòû íåêîòîðîé äâèæóùåéñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè P (t), à òàêæå
êàê êîìïîíåíòû åå ðàäèóñà-âåêòîðà r =

−−→
OP , ãäå O � òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, 0). Èòàê,

(7) r(t) = x(t)ex + y(t)ey + z(t)ez,

Ñêîðîñòü òî÷êè � ýòî âåêòîð, êîòîðûé èìååò íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ îáîçíà÷åíèé:

(8) v =
dr

dt
= ṙ =

dx

dt
ex +

dy

dt
ey +

dz

dt
ez = ẋex + ẏey + żez.

Àíàëîãè÷íî óñêîðåíèå

a =
dv

dt
=

d2r

dt2
= r̈ =

d2x

dt2
ex +

d2y

dt2
ey +

d2z

dt2
ez = ẍex + ÿey + z̈ez =

=
dvx

dt
ex +

dvy

dt
ey +

dvz

dt
ez = v̇xex + v̇yey + v̇zez =

dẋ

dt
ex +

dẏ

dt
ey +

dż

dt
ez

Îáû÷íî ñêîðîñòü vP ïðèêëàäûâàåòñÿ â òî÷êå P (t). Íî ìîæíî óñëîâèòüñÿ ïîìåùàòü åãî â íà÷àëî
êîîðäèíàò O. Òîãäà êîíåö âåêòîðà vP ñòàíåò çàìåòàòü åå ãîäîãðàô ñêîðîñòè.

Ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè òî÷êè ïî îêðóæíîñòè íà ãîäîãðàôå ñêîðîñòè òîæå óâèäèì ðàâíîìåðíîå
äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îòñþäà ëåãêî ïîíÿòü, ÷åìó áóäåò ðàâíî óñêîðåíèå.

Çàäà÷à i. À. Âû÷èñëèòü ÿâíî è íàðèñîâàòü òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè, êîãäà íà ãîäîãðàôå
ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Îòâåò: â ïîäõîäÿæåé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëó÷èòñÿ öèêëîèäà.
Á. Âû÷èñëèòü ÿâíî è íàðèñîâàòü òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè, êîãäà íà ãîäîãðàôå ïîëó÷àåòñÿ

ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè, íå îõâàòûâàþùåé íà÷àëî êîîðäèíàò.
Â. Âû÷èñëèòü ÿâíî è íàðèñîâàòü òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè, êîãäà íà ãîäîãðàôå ïîëó÷àåòñÿ

ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè, îõâàòûâàþùåé íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ã. Âû÷èñëèòü ÿâíî è íàðèñîâàòü òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè, êîãäà íà ãîäîãðàôå ïîëó÷àåòñÿ

ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ä. Âû÷èñëèòü ÿâíî è íàðèñîâàòü òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè, êîãäà íà ãîäîãðàôå ïîëó÷àåòñÿ

ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî ïðÿìîé, íå ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò.
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ÔÎÐÌÓËÀ ÝÉËÅÐÀ. Îòíîñèòåëüíî äàííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ìîæåò äâèãàòüñÿ è äðóãîå òâåðäîå òå-
ëî. Ãîâîðèòü ¾ñêîðîñòü òâåðäîãî òåëà¿ íåëüçÿ, ñêîðîñòü åñòü ó êàæäîé åãî òî÷êè (èñêëþ÷åíèå èç ýòîãî
ïðàâèëà � ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå òåëà, êîãäà ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê îäèíàêîâû).

Òåîðåìà è îïðåäåëåíèå âìåñòå. Ïóñòü òâåðäîå òåëî, â êîòîðîì åñòü òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà
îäíîé ïðÿìîé, ñîâåðøàåò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå äâèæåíèå. Òîãäà â êàæäîå ìãíîâåíèå ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåí âåêòîð ω, íàçûâàåìûé âåêòîðîì ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà è òàêîé, ÷òî ñêîðîñòè ëþáûõ
äâóõ òî÷åê òåëà (A è B) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(9) vB = vA +
[
ω ×−−→AB

]

Îïðåäåëåíèå. Åñëè â äàííîå ìãíîâåíèå vC = 0, òî èìååò ìåñòî ìãíîâåííîå âðàùåíèå âîêðóã ñîîòâåò-
ñòâóþùåé îñè.
Âîò ïðîñòåéøèå ñëó÷àè, êîãäà îñü ìãíîâåííîãî âðàùåíèÿ ñðàçó ìîæíî óâèäåòü:

ïåðâûé) äâå òî÷êè òåëà íåïîäâèæíû, è íàëèöî îáû÷íîå âðàùåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè;
âòîðîé) äâèæåíèå ïëîñêîå (ïðîèñõîäèò âíóòðè íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè èëè ïàðàëëåëüíî íåïîäâèæ-

íîé ïëîñêîñòè): òîãäà âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè îáÿçàòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðåí ýòîé ïëîñêîñòè è λ = 0; C �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ, íàçûâàåìàÿ ìãíîâåííûì öåíòðîì ñêîðîñòåé
èëè ìãíîâåííûì öåíòðîì âðàùåíèÿ; ýòó òî÷êó ëåãêî ïîñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêè, èñõîäÿ èç vA ⊥ −→

CA (âî-
îáùå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íî çíàòü íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòåé â äâóõ òî÷êàõ); îòìåòèì òàêæå, ÷òî |vA| = ω|−→CA|.

òðåòèé) îäíà òî÷êà òåëà (ïóñòü Q) âñå âðåìÿ íåïîäâèæíà, è, ñâåðõ ýòîãî, ïðîèñõîäèò êà÷åíèå (áåç
ïðîñêàëüçûâàíèÿ) òåëà ïî íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü C � òî÷êà êàñàíèÿ. Ñêîðîñòü òîé òî÷êè P

òåëà, êîòîðàÿ îêàçàëàñü â C, ïðè êà÷åíèè ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà íóëþ, òàê ÷òî äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè
òåëà

(10) vA = [ω ×−→CA].

Íî ïîñêîëüêó vQ = 0, èìååì

(11) 0 = [ω ×−−→CQ] ⇐⇒ ω||−−→CQ .

Èòàê, âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè íàïðàâëåí ïî −−→CQ.

÷åòâåðòûé) êà÷åíèå ìîæåò äàâàòü è äâå ìãíîâåííî-íåïîäâèæíûå òî÷êè.
Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû: Äèñê, êàòÿùèéñÿ ïî ïðÿìîé; êîíóñ, êàòÿùèéñÿ ïî ïëîñêîñòè; øàð, êàòÿùèéñÿ
â æåëîáå, ñîñòàâëåííîì èç äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé.

Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â ïëîñêîì òâåðäîì
òåëå â êàæäîå ìãíîâåíèå âûãëÿäèò òàê, êàê åñ-
ëè áû ýòî òåëî ïîñòîÿííî âðàùàëîñü âîêðóã íåêî-
òîðîé òî÷êè C, íàçûâàåìîé ìãíîâåííûì öåíòðîì
ñêîðîñòåé.

Èçîáðàæåí òàêæå ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ àáñî-
ëþòíîãî óãëà ïîâîðîòà ïëîñêîãî òåëà: íà íåì
ìûñëåííî îòìå÷àåòñÿ íåêîòîðûé îðèåíòèðîâàí-
íûé îòðåçîê è áåðåòñÿ óãîë, êîòîðûé ýòîò îòðåçîê
ñîñòàâëÿåò ñ êàêèì-ëèáî íåïîäâèæíûì íàïðàâëå-
íèåì
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Çàäà÷à ii. À. Äèñê êàòèòñÿ ïî ïðÿìîé áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ïóñòü
x � ïåðâàÿ êîîðäèíàòà åãî öåíòðà A, ϕ � àáñîëþòíûé óãîë ïîâîðî-
òà. Ïîêàçàòü, ÷òî ìåæäó x è ϕ èìååòñÿ òîæäåñòâåííîå ñîîòíîøåíèå
(ñâÿçü). À èìåííî

x + rϕ = const.

ÐÅØÅÍÈÅ. Èìååì
vA = [ω ×−→CA]; ẋex = [ϕ̇ez × rey] = −rϕ̇ex,

îòêóäà
ẋ + rϕ̇ = 0.

×òî è òðåáîâàëîñü. Ýòî òîæäåñòâî, ðàçóìååòñÿ, ïîíÿòíî èç ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé: äóãà,
ïðîêàòèâøàÿñÿ ïî ïðÿìîé, ïî äëèíå ðàâíà ïðîéäåííîìó öåíòðîì ïóòè. Îäíàêî â ìàëî-ìàëüñêè áîëåå
ñëîæíîé çàäà÷å òàêîãî ðîäà ñîîáðàæåíèÿ, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, íåèçìåííî ñîïðÿæåíû ñ îøèáêàìè.
Êèíåìàòè÷åñêèå ïðèåìû íàìíîãî ýôôåêòèâíåå.

Á. Äëÿ êà÷åíèÿ äèñêà ïî ïðÿìîé íàðèñîâàòü (òî÷íî óêàçûâàÿ íàïðàâëåíèå è ñîõðàíÿÿ ïðîïîðöèè)
âåêòîðû ñêîðîñòåé â öåíòðå, â êîíöàõ âåðòèêàëüíîãî è ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðîâ.

Â. Äëÿ ðàâíîìåðíîãî êà÷åíèÿ äèñêà ïî ïðÿìîé íàïèñàòü óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
îáîäà (ïîëó÷èòñÿ öèêëîèäà).

Ã. Äëÿ ðàâíîìåðíîãî êà÷åíèÿ äèñêà ïî ïðÿìîé íàðèñîâàòü (òî÷íî óêàçûâàÿ íàïðàâëåíèå è ñîõðàíÿÿ
ïðîïîðöèè) âåêòîðû óñêîðåíèé â öåíòðå, â êîíöàõ âåðòèêàëüíîãî è ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðîâ.

Çàäà÷à iii. À.Äèñê ðàäèóñà r êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
âíóòðè îêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ. Àáñîëþòíûé óãîë ïîâîðîòà äèñ-
êà ïóñòü áóäåò ϕ, à óãîë ïîâîðîòà ðàäèóñà-âåêòîðà öåíòðà äèñêà,
ïðîâåäåííîãî èç öåíòðà íåïîäâèæíîé îêðóæíîñòè, ïóñòü áóäåò
θ. Íàéòè ñâÿçü ìåæäó θ è ϕ.

Îòâåò: (ρ− r)θ + rϕ = const (à âîâñå íå ρθ = rϕ � îáû÷íûé
ñêîðûé îòâåò).

Á. Ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ äèñêà âíå îêðóæíîñòè.
B. Ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ îáðó÷à âíå îêðóæíî-

ñòè, íî ñîäåðæàùåãî îïîðíóþ îêðóæíîñòü âíóòðè ñåáÿ (è ïîòî-
ìó èìåþùåãî áîëüøèé ðàäèóñ).

Ã. Äëÿ ðàâíîìåðíîãî êà÷åíèÿ äèñêà âíóòðè îêðóæíîñòè íà-
ïèñàòü óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îáîäà (ïîëó-
÷èòñÿ ãèïîöèêëîèäà).

Ä. Â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ â íàèíèçøåì ïîëîæåíèè íà-
ðèñîâàòü âåêòîðû óñêîðåíèé â öåíòðå, â êîíöàõ âåðòèêàëüíîãî
è ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðîâ.
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Î ÏÅÐÅÌÅÙÅÍÈÈ ÌÅÑÒÀ ÑÎÏÐÈÊÎÑÍÎÂÅÍÈß. Ïðè êà÷åíèè òåëà ìåñòî ñîïðèêîñíîâåíèÿ, òî
åñòü ñàìà òî÷êà C êàê âèäèìûé îáðàç èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåíóëåâóþ ñêîðîñòü:

(12) uC =
d

dt

−−→
OC.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òîæäåñòâà (10) ïîëó÷àåì

aA = [ω × (vA − uC)] + [
d

dt
ω ×−→CA].

Òî÷êà A áûëà âçÿòà ïðîèçâîëüíî, ïîýòîìó â äàííîå ìãíîâåíèå ìîæåò ñîâïàñòü ñ òî÷êîé C. Îòñþäà óñêî-
ðåíèå â òî÷êå êàñàíèÿ:

(13) aC = −[ω × uC ].

Ýòîò ôàêò áûâàåò ïîëåçåí ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î ðàñïðåäåëåíèè óñêîðåíèé â òâåðäîì òåëå.

ÓÃËÎÂÎÅ ÓÑÊÎÐÅÍÈÅ òâåðäîãî òåëà � âåêòîð ε = dω
dt

.

ÏÎËÅ ÓÑÊÎÐÅÍÈÉ Â ÒÂÅÐÄÎÌ ÒÅËÅ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Ðèâàëüñà:

(14) aB = aA + [
d

dt
ω ×−−→AB] + [ω × [ω ×−−→AB]].

Îíà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ôîðìóëû Ýéëåðà, çàòåì ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà Ëåéáíèöà,
ïðèåìà âû÷èòàíèÿ è ñíîâà ôîðìóëû Ýéëåðà:

aB =
d

dt
vB =

d

dt
vA +

d

dt
[ω ×−−→AB] = aA + [

d

dt
ω ×−−→AB]

︸ ︷︷ ︸
+[ω × d

dt

−−→
AB] =

= ︸︷︷︸ +[ω × (vB − vA)] = ︸︷︷︸ +[ω × [ω ×−−→AB]]

Ñëàãàåìûå â ýòîé ôîðìóëå íàçûâàþòñÿ îòìå÷åííûì, âðàùàòåëüíûì è îñåñòðåìèòåëüíûì óñêîðåíèÿìè
ñîîòâåòñòâåííî. Îáúÿñíèì, ïî÷åìó.
Åñëè â äàííîå ìãíîâåíèå ω = 0, òî òpåòüå ñëàãàåìîå ïpîïàäàåò, è òîãäà óñêîpåíèÿ pàñïpåäåëåíû àíàëî-
ãè÷íî ñêîpîñòÿì. Èìåííî ïîýòîìó âòîðîå ñëàãàåìîå íàçûâàåòñÿ âðàùàòåëüíûì óñêîðåíèåì.
Åñëè âäpóã aA = 0 è ε = 0, òî aB = [ω × [ω ×−−→AB]]. Äëÿ ïpîñòîòû âûáåpåì ñèñòåìó êîîpäèíàò òàê, ÷òî
ω = ωeζ è ïóñòü −−→

AB = ξeξ + ηeη + ζeζ , [ω ×−−→AB] = ωξeξ − ωηeη + eζ ,

[ω × [ω ×−−→AB]] = −ω2ξeξ − ω2ηeη = −ω2(ξeξ + ηeη).

Ýòîò âåêòîð íàïðàâëåí îò òî÷êè B ê îñè Aζ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîñëåäíåé. Ïîýòîìó òðåòüå ñëàãàåìîå
íàçûâàåòñÿ îñåñòpåìèòåëüíûì óñêîpåíèåì.
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Çàäà÷à iv. Øàð ðàäèóñà r êàòèòñÿ ïî äíó è ñòåíêå êðóãëîãî öèëèí-
äðè÷åñêîãî ñòàêàíà ðàäèóñà ρ+ r. Ñêîðîñòü åãî öåíòðà ïîñòîÿííà è ïî
ìîäóëþ ðàâíà v.

À. Âû÷èñëèòü óãëîâóþ ñêîðîñòü øàðà.
Á. Âû÷èñëèòü óãëîâîå óñêîðåíèå øàðà.
Â. Îïðåäåëèòü óñêîðåíèå öåíòðà øàðà.
Ã. Îïðåäåëèòü óñêîðåíèå íèæíåé òî÷êè øàðà P.

Ä. Îïðåäåëèòü óñêîðåíèå âåðõíåé òî÷êè øàðà N.

Å. Îïðåäåëèòü óñêîðåíèå ñàìîé âíåøíåé òî÷êè øàðà Q.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà öåíòð øàðà S è ìåñòà ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ äíîì è ñòåíêîé ñòàêàíà P è Q. Ýòè
òî÷êè áóäóò íåïîäâèæíû â ñèñòåìå êîîðäèíàò Aξηζ, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè Aζ, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ
öèëèíäðà, ïðè÷åì ðàñïîëîæåíèå èõ ïîëó÷èòñÿ îñîáåííî ïðîñòûì, åñëè ìû íà÷àëî A ïîìåñòèì íà äíå
ñòàêàíà, à îñü Aξ íàïðàâèì â òî÷êó P . Òîãäà ñêîðîñòü öåíòðà øàðà

(15) vS = veη,

óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñèñòåìû êîîðäèíàò

(16) ωïåð =
v

ρ
eζ .

Ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ øàðà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè P è Q, êîòîðûå ìãíîâåííî-íåïîäâèæíû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà

(17) Ω = Ω
(
− 1√

2
eζ − 1√

2
eζ

)
.

Ñêîðîñòü öåíòðà âû÷èñëèì åùå îäíèì ñïîñîáîì:

(18) vS = [Ω×−→PS] =
Ωr√

2
[(−eζ − eξ)× eζ ] =

Ωr√
2

eη.

Ñîïîñòàâèâ îáà âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè öåíòðà, ïîëó÷àåì

(19) Ω =
√

2 v

r
.

Óãëîâîå óñêîðåíèå øàðà

(20) ε =
dΩ
dt

= − Ω√
2

[ωïåð × eξ] = −v2

rρ
eη.

Óñêîðåíèå öåíòðà

(21) aS = −v2

ρ
eξ.

Óñêîðåíèå âåðõíåé òî÷êè îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå Ðèâàëüñà:

(22) aN = aS + [ε×−−→SN ] + [Ω× [Ω×−−→SN ]],

â êîòîðîé −−→SN = reζ . Ïîëó÷èì îòâåò:

(23) aN = −v2

(
2
ρ
− 1

r

)
eξ − v2

r
eζ .

ßñíî âèäíî, ñêîëü öåëåñîîáðàçíûì îêàçàëîñü èñïîëüçîâàíèå ïîäâèæíîãî ðåïåðà.
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ÔÎÐÌÓËÀ ÑËÎÆÅÍÈß ÑÊÎÐÎÑÒÅÉ. Ïóñòü äâèæåíèå íåêîòîðîé òî÷êè P (t) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ
òî÷êè çðåíèÿ äâóõ ñèñòåì êîîðäèíàò: íåïîäâèæíîé Oxyz è ïîäâèæíîé Aξηζ. Îäèí íàáëþäàòåëü ðåãè-
ñòðèðóåò ôóíêöèè x(t), y(t), z(t), äðóãîé � ôóíêöèè ξ(t), η(t), ζ(t). Äâèæåíèå ñàìîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò Aξηζ (ýòî òâåðäîå òåëî) óñëîâíî íàçîâåì ïåðåíîñîì; ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó åå óãëîâóþ ñêîðîñòü
îòíîñèòåëüíî Oxyz îáîçíà÷èì ω = ωïåð .

Äëÿ òî÷êè P âû÷èñëÿþòñÿ

àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü: vàáñ = ẋex + ẏey + żez,

îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü: vîòí = ξ̇eξ + η̇eη + ζ̇eζ ,

Àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü � ñóììà îòíîñèòåëüíîé è ïåðåíîñíîé:

vàáñ = vïåð + vîòí,

ãäå ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü vïåð = vA +[ω×−→AP ] åñòü ñêîðîñòü òîãî ìåñòà â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
â êîòîðîì â äàííîå ìãíîâåíèå îêàçàëàñü äâèæóùàÿñÿ òî÷êà.

ÔÎÐÌÓËÀ ÑËÎÆÅÍÈß ÓÑÊÎÐÅÍÈÉ. Èìååì îïðåäåëåíèÿ:

àáñîëþòíîå óñêîðåíèå: aàáñ = ẍex + ÿey + z̈ez,

îòíîñèòåëüíîå óñêîðåíèå: aîòí = ξ̈eξ + η̈eη + ζ̈eζ .

Àáñîëþòíîå óñêîðåíèå ñëàãàåòñÿ èç îòíîñèòåëüíîãî, ïåðåíîñíîãî è êîðèîëèñîâà (ôîðìóëà Êîðèîëèñà):

aàáñ = aïåð + aîòí + aêîð,

ãäå ïåðåíîñíîå óñêîðåíèå aïåð = aA + [ε×−→AP ] + [ω × [ω ×−→AP ]],
êîðèîëèñîâî óñêîðåíèå aêîð = 2[ωïåð × vîòí].

ÔÎÐÌÓËÀ ÑËÎÆÅÍÈß ÓÃËÎÂÛÕ ÑÊÎÐÎÑÒÅÉ. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî òåëî C èìååò àáñîëþò-
íóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ωàáñ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà è îòíîñèòåëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ωîòí â
ïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Â ñâîþ î÷åðåäü ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, íàïîìíèì, èìååò óãëîâóþ
ñêîðîñòü ω = ωïåð îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé. Ïîêàæåì, ÷òî

(24) ωàáñ = ωïåð + ωîòí,

ò. å. àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ñóììå îòíîñèòåëüíîé è ïåðåíîñíîé.
Ôîpìóëà ñëîæåíèÿ óãëîâûõ óñêîðåíèé:

(25) εàáñ = εïåð + εîòí + [ωïåð × ωîòí].

Êîììåíòàðèè è äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿþòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
ÇÀÌÅÒÊÈ ÄËß ÏÀÌßÒÈ. ×òîáû ïðåäóïðåäèòü òå ìíîãî÷èñëåííûå îøèáêè, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ

ïðèìåíåíèåì ïîíÿòèé ïåðåíîñíîé ñêîðîñòè è ïåðåíîñíîãî óñêîðåíèÿ, îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî vïåð,
aïåð â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòüþ è óñêîðåíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò:

(26) vïåð 6= vA, aïåð 6= aA;

çàòåì íà òî, ÷òî vïåð, aïåð âîîáùå íå ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòüþ è óñêîðåíèåì êàêîé-ëèáî îäíîé äâèæóùåéñÿ
òî÷êè: â êàæäîå ìãíîâåíèå ýòî ñêîðîñòü è óñêîðåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîòîðîé íîâîé òî÷êè, íîâîãî ñëåäà,
êîòîðûé òî÷êà P îñòàâëÿåò íà òâåðäîì òåëå, ñâÿçàííîì ñ ïîäâèæíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

Êîðèîëèñîâî óñêîðåíèå òàêæå äîñòàâëÿåò ìíîãî õëîïîò. Â íåì ñòðàííî âñå: è ìíîæèòåëü 2, è âåê-
òîðíûå ñîìíîæèòåëè, îäèí èç êîòîðûõ � ïåðåíîñíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà, äðóãîé, íàîáîðîò, � îòíîñè-
òåëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè (äîáàâèì íà âñÿêèé ñëó÷àé, ÷òî âûðàæåíèÿ ¾óãëîâàÿ ñêîðîñòü òî÷êè¿
è ¾ñêîðîñòü òåëà¿ â ðàâíîé ñòåïåíè íåêîððåêòíû).

Â ôîðìóëàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñêîðîñòÿì, � âñåãäà ïî äâà ñëàãàåìûõ, à îòíîñÿùèõñÿ ê óñêîðåíèÿì �
âñåãäà ïî òðè. Ïðè ýòîì â ôîðìóëå äëÿ óñêîðåíèÿ åñòü äâà ñëàãàåìûõ, ïî ñìûñëó àíàëîãè÷íûõ ÷ëåíàì â
ôîðìóëå äëÿ ñêîðîñòåé, à òðåòüå ñëàãàåìîå èìååò âèä ¾ñòðàííîãî¿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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Â ó÷åáíûõ çàäà÷àõ, êàê ïðàâèëî, âñòðå÷àþòñÿ íå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, à òâåðäûå òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðè âû÷èñëåíèè èìïóëüñà, êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà èëè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà íàäî èñõîäèòü èç òîãî,
÷òî ïðîñòðàíñòâåííîå òâåðäîå òåëî õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàññîé M , ïîëîæåíèåì öåíòðà ìàññÖ , òðåìÿ ãëàâ-
íûìè öåíòðàëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè e, e′, e′′ è ñîîòâåòñòâóþùèìè ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè
èíåðöèè A, B, C. Ïóñòü â íåêîòîðîé ¾íåïîäâèæíîé¿ ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz òî÷êà Ö èìååò ðàäèóñ-
âåêòîð s =

−−→
OÖ , è ïóñòü óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà îòíîñèòåëüíî Oxyz ðàçëîæåíà ïî (ïðàâîìó) ãëàâíîìó

ðåïåðó:

(27) ω = pe + qe′ + re′′.

Òîãäà
èìïóëüñ P = M ṡ,
ñîáñòâåííûé êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ΛÖ = Ape + Bqe′ + Cre′′,
ïîëíûé êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ΛO = M [s× ṡ] + Λs,
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

(28) T =
M

2
ṡ2 +

1
2

(Ap2 + Bq2 + Cr2).

Ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè Ae, òî åñòü îñè ñ íàïðàâëåíèåì e, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A :

(29) IAe =
∑

mνd2(mν , Ae)

Çäåñü d(mν , Ae) =
∣∣∣
[
e×−−−→Amν

]∣∣∣ åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè mν äî óïîìÿíóòîé îñè. Òîãäà

(30) IOe ≡ Md2 + IÖ e,

ýòî ôîðìóëà Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà, â êîòîðîé IÖ e � ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð ìàññ è ïàðàëëåëüíîé e, d � ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè Oe è Ö e;

Â ñëó÷àå ïëîñêèõ äâèæåíèé (ïóñòü â ïëîñêîñòè Oxy) ââîäèòñÿ àáñîëþòíûé óãîë ϕ ïîâîðîòà òâåðäî-
ãî òåëà îò íåêîòîðîãî íåïîäâèæíîãî íàïðàâëåíèÿ; óãîë ϕ îòñ÷èòûâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè
ñìîòðåòü íàâñòðå÷ó âåêòîðó ez. Òîãäà

(31) ω = ϕ̇ez, ΛÖ = Iϕ̇ez, T =
Mṡ2

2
+

Iϕ̇2

2
.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñî ñëîæíîé êèíåìàòèêîé ïîëåçíî ïðèíèìàòü ïîäâèæíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò Aξηζ

ñ öåëüþ ïîëó÷èòü êîìïàêòíûå ðàçëîæåíèÿ òåõ èëè èíûõ âåêòîðíûõ âåëè÷èí: ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé îò-
äåëüíûõ òî÷åê ñèñòåìû, óãëîâûõ óñêîðåíèé è ñêîðîñòåé òåëà, êèíåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ, ñèë è ìîìåíòîâ ñèë
(óêàæåì, íàïðèìåð, íà ïðèìåíåíèå îñåé Êåíèãà èëè ïîäâèæíîãî ðåïåðà ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé òâåðäîãî
òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé). Ïîëåçíî ñäåëàòü âûáîð ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îñîçíàííî, äðóãèìè
ñëîâàìè, ïðèìåíÿòü òàêóþ ìåòîäèêó îáðàùåíèÿ ñ ÷åðòåæîì, êîòîðàÿ êàê áû ñàìà ñîáîé ïðèâîäèëà áû
ê óäîáíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ò. å. ó÷èòûâàëà áû âçàèìíîå ðàçëîæåíèå ÷àñòåé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, åå
õàðàêòåðíûå ÷åðòû ñâîéñòâà ñèììåòðèè è ò.ä.

Ïðèíöèï ÿâíî âàæíûõ òî÷åê.
Ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íàäî ââîäèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íåé
òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ òåë,
ãåîìåòðè÷åñêèå öåíòðû òåë, öåíòðû ìàññ
òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèë

èìåëè âîçìîæíî áîëåå ïðîñòûå òðàåêòîðèè. Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî, ÷òîáû îñè äâèãàëèñü òàêæå ïî âîç-
ìîæíîñòè ïðîñòî.

Íóæíî åùå ñëåäèòü çà íåèçáåæíî âîçíèêàþùèìè ïîäâèæíûìè ðåïåðàìè, íî ýòî óæå áîëåå âûñîêèé
óðîâåíü ïîíèìàíèÿ.
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Äèñê ñî øòàíãîé (AS) è øàð ñî øòàíãîé (AS) êàòÿòñÿ ïî ïëîñêîñòè; êîíåö øòàíãè (A) íåïîäâèæåí
(èçîáðàæåí âèä ñå÷åíèÿ). Ïðèñìîòðèòåñü: ÿâíî âàæíûå òî÷êè çäåñü îáîçíà÷åíû A,P, S. Ìãíîâåííàÿ
îñü âðàùåíèÿ CC ′ ïðîõîäèò ÷åðåç íåïîäâèæíóþ òî÷êó A = C ′ è ÷åðåç òó òî÷êó äèñêà èëè øàðà P ,
êîòîðîé êàòÿùååñÿ òåëî â äàííîå ìãíîâåíèå ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ (P = C): ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè
(â äàííîå ìãíîâåíèå) ðàâíà íóëþ. Âìåñòå ñ òåì ñàìà òî÷êà êàñàíèÿ C êàê âèäèìûé îáðàç äâèæåòñÿ
ïî ïëîñêîñòè ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ. Ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (óãîë ïîâîðîòà ψ) âðàùàåòñÿ
òàê, ÷òî â íåé òî÷êà êàñàíèÿ íåïîäâèæíà è ïðîèñõîäèò âðàùåíèå òåëà âîêðóã øòàíãè. Óêàçàííîå íà
÷åðòåæå íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà óãëà ϕ íå ñîâïàäàåò ñ ôàêòè÷åñêèì íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ.
Çàäà÷à v. À. Ê äèñêó ðàäèóñà r îðòîãîíàëüíî ïðèêðåïëåíà â öåíòðå øòàíãà äëèíû d. Äèñê êàòèòñÿ

ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òî ñâîáîäíûé êîíåö øòàíãè A íåïîäâèæåí íà âûñîòå r íàä ïëîñêîñòüþ.
Ïóñòü ψ � àáñîëþòíûé óãîë ïîâîðîòà øòàíãè âîêðóã âåðòèêàëè, ϕ � óãîë ïîâîðîòà äèñêà â ïîäâèæíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò Aξηζ òàêîé, ÷òî îñü Aζ âåðòèêàëüíà, îñü Aξ íàïðàâëåíà ïî øòàíãå. Âû÷èñëèòü ñâÿçü
ìåæäó ψ, ϕ. Èìååì

(32) ωîòí = ϕ̇eξ, ωïåð = ψ̇eζ , ωàáñ = ϕ̇eξ + ψ̇eζ .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñêîðîñòü â òî÷êå êàñàíèÿ

vP = vO + [ωàáñ ×−−→OP ] = 0, vO = 0,

òàê ÷òî

[ωàáñ ×−−→OP ] = 0,

[(ϕ̇eξ + ψ̇eζ)× (deξ − reζ)] ≡ 0,

rϕ̇ + dψ̇ = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Çàäà÷à vi. A. Øàð ñ îðòîãîíàëüíî ïðèêðåïëåííîé ê íåìó øòàíãîé äëèíû l− r êàòèòñÿ ïî ãîðèçîí-

òàëüíîé ïëîñêîñòè òàê (ðèñ. 12), ÷òî ñâîáîäíûé êîíåö øòàíãè íåïîäâèæíî ëåæèò íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü v

� àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà øàðà. Îïðåäåëèòü àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ óãëîâûå åãî ñêîðîñòè â
ñèñòåìå Aξηζ, â êîòîðîé ãîðèçîíòàëüíàÿ îñü Aη ïåðïåíäèêóëÿðíà øòàíãå. Îòâåò:

(33) ωàáñ = −v

r
eξ, ωîòí = −v

r
eξ − v√

l2 − r2
eζ .

Çàäàíèå Á. ×åìó ðàâíû óãëû Ýéëåðà äëÿ óêàçàííûõ òåë? Íå òîðîïèòåñü ñ îòâåòîì.
Çàäàíèå B. Âû÷èñëèòü è èçîáðàçèòü êèíåòè÷åñêèå ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî òî÷êè A äëÿ îáîèõ òåë. Øòàí-
ãó ñ÷èòàòü íåâåñîìîé.
Çàäàíèå Ã. Âû÷èñëèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ îáîèõ òåë.
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Çàäà÷à vii. Ïðÿìàÿ òðóáêà äëèíîé 2l ëåæèò êîíöàìè íà îêðóæ-
íîñòè è ïî íåé ñêîëüçèò, ïîâîðà÷èâàÿñü ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ θ̇ = ω.

Â òðóáêå îò ñåðåäèíû M ê êîíöó äâèæåòñÿ òî÷êà, ñ îòíîñèòåëüíîé
ñêîðîñòüþ u, ïðè÷åì ïðè t = 0 îíà áûëà êàê ðàç â ñåðåäèíå. À. Âû-
÷èñëèòü ìîäóëü àáñîëþòíîãî óñêîðåíèÿ òî÷êè. Òåîðåìó êîñèíóñîâ
íå ïðèìåíÿòü.

Á. Îáîáùåíèå. Ïóñòü u = u(t), ω = ω(t). Íàïèñàòü ðàçóìíîå
âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà àáñîëþòíîãî óñêîðåíèÿ. Ðåêîìåíäóåòñÿ ââî-
äèòü ñîêðàùàþùèå îáîçíà÷åíèÿ è ïèñàòü ïðèìåðíî òàê: ¾Îòâåò: (*),
ãäå (**)¿.

Çàäà÷à viii. Â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ îáðó÷, íà êîòî-
ðûé íàìîòàíà íåâåñîìàÿ íèòü; êîíåö åå çàêðåïëåí íà ïîòîëêå, à ñàìà
îíà âñå âðåìÿ íàòÿíóòà. Ïóñòü s � äëèíà ñìîòàâøåéñÿ íèòè, α �
óãîë ìåæäó âåðòèêàëüþ è íèòüþ, ϕ � àáñîëþòíûé óãîë ïîâîðîòà
îáðó÷à.
A. Íàéòè ñâÿçü ìåæäó s, α, ϕ. È âîîáùå, ðàçîáðàòüñÿ â êèíåìàòèêå.
Á. Âû÷èñëèòü èìïóëüñ, êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè A è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òåëà ìàññû M, ñ÷èòàÿ çàäàííûìè
α(t), s(t).

Ïðèìåíèì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. ßâíî âàæíûìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ: öåíòð îáðó÷à S, òî÷êà
êàñàíèÿ P íèòè ñ îáðó÷åì, òî÷êà A çàêðåïëåíèÿ íèòè. Îòìåòèì ýòè òî÷êè íà ÷åðòåæå (ðèñ. 37). Åñëè
ìû îñè íàïðàâèì ïî PS, PA, òî â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âñå òî÷êè áóäóò íåïîäâèæíû. Îäíà-
êî äâèæåíèå ñàìîé ñèñòåìû íå î÷åíü ïðîñòî: è íà÷àëî äâèæåòñÿ, è îñè âðàùàþòñÿ. Âûáåðåì òàêóþ, ó
êîòîðîé íà÷àëî íåïîäâèæíî. Äëÿ ýòîãî ïîìåñòèì íà÷àëî â òî÷êå A, à îñü Aξ íàïðàâèì ïî AP . Â ýòîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷êà A íåïîäâèæíà, à òî÷êè P è S äâèæóòñÿ ïî îñè Aξ è ïî ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé
ñîîòâåòñòâåííî. Êîíå÷íî, ýòî � ïðîñòûå òðàåêòîðèè. Îñü Aη íàïðàâèì âïðàâî�ââåðõ. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ñèñòåìû êîîðäèíàò

(34) ωïåð = α̇eζ ,

ãäå eζ = ez � âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ.
Âû÷èñëèì ñêîðîñòü öåíòðà îáðó÷à, ðàçëîæèâ åå íà îòíîñèòåëüíóþ è ïåðåíîñíóþ. Èìååì

vîòí = ṡeξ,(35)
çàìåòèì, ÷òî −→AS = se + reη � ïîëåçíûé ïðèåì!(36)

vïåð = [α̇eζ ×−→AS] = [α̇eζ × (se + reη)] =(37)
= α̇s[eζ × eξ] + α̇r[eξ × eη] = −rα̇eξ + sα̇eη.(38)

Ñëåäîâàòåëüíî,

(39) vàáñ = (ṡ− rα̇)eξ + sα̇eη.

Ïóñòü òåïåðü ϕ � óãîë ïîâîðîòà îáðó÷à â íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà åãî àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü

(40) Ωàáñ = ϕ̇ez = ϕ̇eζ .
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Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñèñòåìû êîîðäèíàò óæå âû÷èñëåíà, òàê ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáðó÷à

(41) Ωîòí = Ωàáñ − ωîòí = (ϕ̇− α̇)eζ .

Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îáðó÷ êàòèòñÿ ïî îñè Oξ. Îòñþäà îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü åãî öåíòðà

(42) vîòí = [Ωîòí ×−→PS] = (ϕ̇− α̇)r[eζ × eη],

è, ñðàâíèâ ñ ïðåäøåñòâóþùèì âû÷èñëåíèåì, èìååì ñâÿçü

(43) ṡ− r(−ϕ̇ + α̇) = 0.

Çàäà÷à ix. Îáðó÷ ðàäèóñà r, íà êîòîðûé íàìîòàíà íåâåñîìàÿ íèòü ñ
òî÷êîé m íà êîíöå, êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ñ êîýôôèöèåí-
òîì òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ k. Ïóñòü ϕ � àáñîëþòíûé óãîë åãî ïîâîðîòà è
α � óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè.
À. Âû÷èñëèòü ñêîðîñòü òî÷êè m. Á. Âû÷èñëèòü èìïóëüñ, êèíåòè÷å-
ñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî òî÷êè A è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû,
ñ÷èòàÿ, ÷òî èçâåñòíà ìàññà îáðó÷à M (è òî÷êè, êîíå÷íî - m) è çàäàíû
α(t), s(t).

Åñëè (x, y) � êîîðäèíàòû öåíòðà îáðó÷à, òî ïðè êà÷åíèè (âû÷èñëèòü vS äâóìÿ ñïîñîáàìè)

(44) rϕ̇ + ẋ = 0.

Ïóñòü òàêæå s � äëèíà ñìîòàâøåéñÿ íèòè.
Äëÿ âû÷èñëåíèé íàì ïîòðåáóþòñÿ ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. ßâíî âàæíûå òî÷êè çäåñü � öåíòð

îáðó÷à S, òî÷êà P ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ ïðÿìîé, òî÷êà Q êàñàíèÿ íèòè, òî÷êà m. Íà÷àëî ïîäâèæíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ïîìåùàåì â S, à îñü íàïðàâëÿåì ïî SQ. Òîãäà â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷êè S, Q

íåïîäâèæíû, òî÷êà P äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, òî÷êà m äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
îñè Oξ.

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñèñòåìû êîîðäèíàò
ωïåð = α̇eζ ,

îòíîñèòåëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáðó÷à

Ωîòí = (ϕ̇− α̇)eζ .

Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü m âû÷èñëÿåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè:

vîòí = ṡeξ = −r(ϕ̇− α̇)eξ,

îòêóäà
ṡ = r(α̇− ϕ), s = r(α− ϕ).

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ãàñèòñÿ ïðîèçâîëîì â âûáîðå ϕ.
Ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè m ðàâíà

vïåð = vS + [ωïåð ×−→Sm] =

(çàìåòèì, ÷òî −→Sm = se + reη � ïîëåçíûé ïðèåì!)
= (−rϕ̇ sin α− rα̇)eξ + (−rϕ̇ cos α + sα̇)eη,

íàêîíåö, àáñîëþòíàÿ ïðè α = 0
vàáñ|α=0 = −rϕ̇eξ + (rϕ̇ + sα̇)eη.
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ÃËÀÂÍÛÉ ÐÅÏÅÐ ÄËß ÒÅËÀ Ñ ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÒÎ×ÊÎÉ.
Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî vQ ≡ 0. Ñ òåëîì ìîæíî ñâÿçàòü ïîäâèæíûé ðåïåð Qe1e2e3 (íàçûâàåìûé ãëàâ-

íûì, èëè öåíòðàëüíûì) òàêîé, ÷òî

(45) TQ =
1
2
(Ap2 + Bq2 + Cr2),

(46) ΛQ = Ape1 + Bqe2 + Cre3

ãäå A, B, C �ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé Qe1, Qe2, Qe3 ñîîòâåòñòâåííî, à p, q, r �ïðî-
åêöèè ω íà ýòè îñè:

(47) ω = pe1 + qe2 + re3

Íàäî ïîíèìàòü, ÷òî ðåïåðû Öe1e2e3 è Qe1e2e3 îðèåíòèðîâàíû ïî-ðàçíîìó è ñîîòâåòñòâóþùèå ìî-
ìåíòû èíåðöèè � òîæå ðàçíûå; òî÷íåå áûëî áû ïèñàòü AQ, BQ, CQ è òàê äàëåå.

Äîïîëíèòåëüíûå ïîäðîáíîñòè î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü ðåïåð Öeξeηeζ , æåñòêî
ñâÿçàííûé ñ òåëîì. Ïóñòü

ω = ωξeξ + ωηeη + ωζeζ

Âû÷èñëÿåì

2TÖ (ω) =
∑

ν

mν [ω × ρν ]2 =
∑

ν

mν

(
ω2ρ2 − (ω,ρ)2

)
=

= (ω2
ξ + ω2

η + ω2
ζ )

∑
ν

mν(ξ2
ν + η2

ν + ζ2
ν )−

∑
ν

mν(ωξξν + ωηην + ωζζν)2 =

Iξω
2
ξ + Iηω2

η + Iζω
2
ζ − 2Jηζωηωζ − 2Jζξωζωξ − 2Jξηωξωη,

ãäå Iξ =
∑

mν(η2
ν + ζ2

ν ) = IÖ eξ
� ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè Ö eξ; ìîìåíòû Iη, Iζ îïðåäåëÿþòñÿ

àíàëîãè÷íî, Jηζ =
∑

ν mνηνζν = JÖ eηeζ
�ïðîèçâåäåíèå èíåðöèè èëè öåíòðîáåæíûé ìîìåíò èíåðöèè.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà TÖ (ω) èìååò ìàòðèöó (ìàòðèöà èíåðöèè)



Iξ −Jξη −Jξζ

−Jξη Iη −Jηζ

−Jξζ −Jηζ Iζ




Â ãëàâíûõ îñÿõ ìàòðèöà èíåðöèè èìååò äèàãîíàëüíûé âèä diag(A, B,C).
Ìàòðèöå èíåðöèè îòâå÷àåò ëèíåéíûé îïåðàòîð èíåðöèè èëè (áîëåå ñòàðûé òåðìèí) òåíçîð èíåðöèè;

ïðèìåíÿÿ åãî ê âåêòîðó óãëîâîé ñêîðîñòè, ïîëó÷èì êàê ðàç êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ΛÖ .

Çàäà÷à x. Ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà òèïà
À) Iξ 6 Iη + Iζ (íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà);
Á) Jηζ 6 IηIζ ;
Â) 4J2

ηζ 6 I2
ξ − (Iη − Iζ)2.

Êàêîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñèëüíåå?
Ã) Òåëî ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Iζ = Iξ + Iη. Äîêàçàòü.
ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÎÌÅÍÒ ÊÀÊ ÃÐÀÄÈÅÍÒ ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÍÅÐÃÈÈ.
Íàïðèìåð,

(48) ΛÖ =
∂TÖ
∂p

e1 +
∂TÖ
∂q

e2 +
∂TÖ
∂r

e3
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ÝËËÈÏÑÎÈÄ ÈÍÅÐÖÈÈ. Ýòî ïîâåðõíîñòü â ãëàâíûõ îñÿõ: ρ ∈ {Aξ2 + Bη2 + Cζ2 = 1}.

Çàäà÷à xi. Ýëëèïñîèä èíåðöèè ñæàò â íàïðàâëå-
íèè ãëàâíîé îñè, îòâå÷àþùåé íàèáîëüøåìó ìîìåíòó
èíåðöèè, è âûòÿíóò â íàïðàâëåíèè îñè ñ íàèìåíüøèì
ìîìåíòîì. Îáúÿñíèòü

Ãëàâíàÿ îñü � ýòî îñü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Q è êîëëèíåàðíàÿ ãëàâíîìó âåêòîðó (òî åñòü îäíîìó
èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ âûáðàííîãî ðåïåðà).

Ãëàâíàÿ ïëîñêîñòü � ýòî ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Q è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îäíîìó èç ãëàâ-
íûõ âåêòîðîâ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ãëàâíàÿ ïëîñêîñòü ñîäåðæèò äâà äðóãèõ ãëàâíûõ âåê-
òîðà.

Ïðèìå÷àíèå. Ãëàâíàÿ öåíòðàëüíàÿ (òî åñòü ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ìàññ) îñü ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé
äëÿ âñåõ ñâîèõ òî÷åê (äîêàçàòü).

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ ïðè íàõîæäåíèè ãëàâíûõ ïëîñêîñòåé è îñåé.
Çàäà÷à xii. 0) åñëè ðàñïðåäåëåíèå ìàññ îáëàäàåò ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè èëè îñüþ ñèììåòðèè, òî

öåíòð ìàññ ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè èëè íà ýòîé îñè;

Çàäà÷à xiii.
1) Îñü ñèììåòðèè

ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ � ãëàâíàÿ;
2) Ïëîñêîñòü ñèììåòðèè

ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ � ãëàâíàÿ.

Çàäà÷à xiv. Óòâåðæäåíèÿ-óïðàæíåíèÿ, ïîëåçíûå ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïîèñêå öåíòðîâ ìàññ è
ìîìåíòîâ èíåðöèè.

À) Ñîîáðàæåíèå ðàçáèåíèÿ: åñëè ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ðàçáèòà íà ÷àñòè �i ñ öåíòðàìè ìàcc
Ö i è ìàññàìè Mi, òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ ñåìåéñòâà M1,M2, . . . .

Á) Ñîîáðàæåíèå ïàðàëëåëüíîñòè: åñëè ìàññû ïåðåíîñèòü ïàðàëëåëüíî îñè, òî ìîìåíò èíåðöèè îòíî-
ñèòåëüíî íåå íå ìåíÿåòñÿ.

Â) Ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Π, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ e è ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó A îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

JAe =
∑

mν

(
e,
−−−→
Amν

)2

Çäåñü |(e,
−−−→
Amν)| åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè mν äî óïîìÿíóòîé ïëîñêîñòè.

Ñîîáðàæåíèå ðàñòÿæåíèÿ: åñëè ðàñïðåäåëåíèå ìàññ �2 ïîëó÷åíî èç ðàñïðåäåëåíèå ìàññ �1 óâåëè÷åíèåì
âñåõ ðàññòîÿíèé äî ïëîñêîñòè Π â κ ðàç, òî JAe óâåëè÷èòñÿ κ2 ðàç.

Ã) Äëÿ âåêòîðîâ îðòîãîíàëüíîãî ðåïåðà

(49) IAe1 = JAe2 + JAe3

Íà ïðàêòèêå ìîìåíòû èíåðöèè îáû÷íî äàþòñÿ èíòåãðàëàìè, à íå ñóììàìè. Âûøåóêàçàííûå ñîîáðà-
æåíèÿ ïîçâîëÿþò â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ñðàçó ñâåñòè çàäà÷ó ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà ôóíêöèè îò îäíîé
ïåðåìåííîé.

ÏÐÈÌÅÐÛ âû÷èñëåíèÿ ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé ïëîñêîñòè òåëà (ïëîñêîñòü Öxy).
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Çàäà÷à xv. Îäíîðîäíûé îòðåçîê äëèíû 2a, ðàñïîëîæåííûé âäîëü îñè x (ñðàçó A = 0). Ðàçáèâàåì
îòðåçîê íà ìàëûå êóñî÷êè äëèíû ∆xi ñ êîîðäèíàòîé ñåðåäèíû xi; ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ìàññû ðàâíà
M/2à, èìååì ìîìåíò èíåðöèè:

B = C =
∑ M

2à∆xi · x2
i .

Ýòî � èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ

B = C =
∫ à

−à

M

2àx2 dx =
M

2à
x3

3
∣∣ à
−à =

Mà2

3
.

Çàäà÷à xvi. Îäíîðîäíàÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà a : C = Ma2, ÷òî î÷åâèäíî; äàëåå, A + B = C (òåëî
ïëîñêîå) è A = B; îòñþäà A = B = Ma2/2.

Çàäà÷à xvii. Îäíîðîäíûé êðóã ðàäèóñà a : ðàçáèâàåì åãî íà êîëüöà øèðèíîé ∆ri ðàäèóñà ri;
ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ìàññû åñòü M

πa2 , ìàññà êîëüöà ðàâíà M
πa2 · 2πri∆ri; ìîìåíò èíåðöèè

C =
∑ M

a2 2ri∆ri · r2
i .

Ýòî � èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ

C =
∫ à

0

M

à2 2r3 dr =
M

à2

r4

2
∣∣ à

0
=

Mà2

2
.

Îïÿòü A = B = C/2.

Çàäà÷à xviii. Îäíîðîäíûé ïðÿìîóãîëüíèê 2a× 2b. Ìîìåíò èíåðöèè B òàêîé æå, êàê ó ïàëî÷êè
äëèíû a (ñîîáðàæåíèå ïàðàëëåëüíîñòè), îòñþäà B = Ma2/3, A = Mb2/3, C = A + B.

Çàäà÷à xix. Ó îäíîðîäíîãî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 2a èìååì A = B = Ma2/3, òàê ÷òî ìîìåíò îò-
íîñèòåëüíî äèàãîíàëè d = 2

√
2a òîæå Ma2/3 = Md2/24.

Çàäà÷à xx. Îäíîðîäíûé òðåóãîëüíèê. Çäåñü ïðîùå âû÷èñëèòü ñíà÷àëà ìîìåíò Ic,hc îòíîñèòåëüíî
ñòîðîíû. Åñëè äàíà ñòîðîíà c è âûñîòà hc, òî ìîìåíò èíåðöèè ó ëþáîãî òðåóãîëüíèêà òàêîé æå, êàê
ó ðàâíîáåäðåííîãî, à ìîìåíò ó ðàâíîáåäðåííîãî, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåòñÿ (ñîîáðàæåíèå ðàñòÿæåíèÿ) óìíî-
æåíèåì íà

(
hc

c/2

)2

. èç ìîìåíòà ó ïðÿìîóãîëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî. Ïîñëåäíèé æå òàêîé, êàê ó êâàäðàòà
ìàññû M, òî åñòü Mc2/24. Èòàê, Ic,hc = 1

6h2
c .

Çàäà÷à xxi. Öåíòð ìàññ òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí. Ýòî ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì èç
ñîîáðàæåíèÿ ðàçáèåíèÿ, åñëè ìûñëåííî ðàçðåçàòü òðåóãîëüíèê íà òîíêèå ïîëîñêè, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíå.
Ïåðåñå÷åíèå ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè hc/3 îò ñòîðîíû c, òàê ÷òî ïî ôîðìóëå Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà
öåíòðàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå, ðàâåí Ic,hc −M(hc/3)2 = 1

18h2
c .

Çàäà÷à xxii. Åñëè ïîìåñòèòü ðàâíûå ìàññû â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, òî öåíòð ìàññ ïî-ïðåæíåìó
áóäåò ëåæàòü íà ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí. Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ äâóõ àáçàöåâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ãëàâíûå îñè
è ìîìåíòû èíåðöèè ó îäíîðîäíîãî òðåóãîëüíèêà òàêèå æå, êàê ó òðåõ ìàññ M/6, ïîìåùåííûõ â âåðøèíàõ
òðåóãîëüíèêà. Åùå ëó÷øå: òàêèå æå, êàê ó òðåõ ìàññ M/3, ïîìåùåííûõ â îñíîâàíèÿõ ìåäèàí.

ÏÐÈÌÅÐÛ âû÷èñëåíèÿ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè ó ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë.
Çàäà÷à xxiii. Îäíîðîäíàÿ ñôåðà ðàäèóñà a : ïîëíûé ìîìåíò èíåðöèè I = Ma2, ÷òî î÷åâèäíî. Íî

A + B + C = 2I è A = B = C èç ñèììåòðèè. Îòñþäà A = B = C = 2
3Ma2.

Çàäà÷à xxiv. Îäíîðîäíûé øàð ðàäèóñà a : ðàññóæäàÿ, êàê äëÿ äèñêà, èìååì

I =
∫ à

0

M
4
3
πà3

4πr2 dr · r2 =
3Mà2

5
,

òàê ÷òî A = B = C = 2
3I = 2

5Ma2.
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Âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè.
Ïóñòü òâåðäîå òåëî èìååò íåêîòîðóþ íåïîäâèæíóþ îñü: ïðÿìóþ OP, çàêðåïëåííóþ â òî÷êå P (ïîä-

øèïíèê) è â òî÷êå O (ïîäïÿòíèê). Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñü âåðòèêàëüíàÿ.
Óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà ω = ωez. Â ãëàâíîì ðåïåðå Oe1e2e3 èìååì

ez = αe1 + βe2 + γe3, ω = pe1 + qe2 + re3,

ãäå p = ωα, q = ωβ, r = ωγ. ïðè÷åì ñåé÷àñ α, β, γ � êîíñòàíòû. Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò

(50) Λ ≡ ΛO = Ape1 + Bqe2 + Cre3

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî Λz = IOzω; âìåñòå ñ òåì

Λz = Λ · ez = Apα + Bqβ + Crγ = ω(Aα2 + Bβ2 + Cγ2) IOe = Aα2 + Bβ2 + Cγ2.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ:

T =
1
2
ω ·Λ =

1
2
IOe

ω2

2
=

1
2
(Ap2 + Bq2 + Cr2) =

ω2

2
(Aα2 + Bβ2 + Cγ2).

Ââåäåì Θ � âàæíûé ÓÃÎË ÌÅÆÄÓ ÓÃËÎÂÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÜÞ È ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÌ ÌÎÌÅÍÒÎÌ:
(ω,Λ) = ωΛcos Θ. Âèäèì, ÷òî cosΘ âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç A, B, C, α, β, γ :

cosΘ =
(ω, Λ)
ωΛ

=
Aα2 + Bβ2 + Cγ2

√
A2α2 + B2β2 + C2γ2

; T =
1
2
ωΛcos Θ.

Â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîé îñè âðàùåíèÿ Θ � óãîë ìåæäó Λ è îñüþ z.

Çàäà÷à xxv. Âðàùàþùèéñÿ äèñê. Ïðèìåð òî-
ãî, ÷òî êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò òâåðäîãî òåëà ñ íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé â îáùåì ñëó÷àå íå êîëëèíåà-
ðåí âåêòîðó óãëîâîé ñêîðîñòè (åñëè îñü âðàùåíèÿ
íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé). Ýòî ðàñõîæäåíèå � ïî÷òè
íåäîñòóïíîå çðèòåëüíîìó âîñïðèÿòèþ � ÿâëÿåòñÿ
êëþ÷îì ê îáúÿñíåíèþ çàêîíîìåðíîñòåé äèíàìè-
êè òâåðäîãî òåëà, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ïîíà÷à-
ëó êàæóòñÿ ñòðàííûìè. Â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå
â êîíöàõ îñè âðàùåíèÿ âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíûå
áîêîâûå óñèëèÿ (âåäóùèå ê èçíîñó ïîäøèïíèêîâ),
íåñìîòðÿ íà òî ÷òî öåíòð ìàññ äèñêà íàõîäèòñÿ íà
îñè âðàùåíèÿ.
À. Âû÷èñëèòü óãîë ìåæäó êèíåòè÷åñêèì ìîìåí-
òîì è îñüþ âðàùåíèÿ.
Á. Äîêàçàòü, ÷òî âðàùåíèå áóäåò ðàâíîìåðíûì.
Â. Âû÷èñëèòü ðåàêöèè â ïîäøèïíèêàõ.

Ðåøåíèå. Îñü ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòðÖ äèñêà ïîä óãëîì α ê åãî ïëîñêîñòè è êîí÷àåòñÿ â òî÷êàõ A1,
A2, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè d îòÖ . Òðåáóåòñÿ à) äîêàçàòü, ÷òî ψ̇ = const; á) âû÷èñëèòü ðåàêöèþ â
òî÷êàõ îïîðû A1 è A2.
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Âûïèøåì äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

mr̈ = mg + R1 + R2,(51)
d

dt
ΛÖ = [

−−→ÖA1 ×R1] + [
−−→ÖA2 ×R2].(52)

Ââåäåì äâà ðåïåðà, ñâÿçàííûå ñ äèñêîì:
1) ex, ey, ez, ãäå ez âåðòèêàëåí;
2) e, e′, e′′, ãëàâíûé â òî÷êå O; ìîìåíòû èíåðöèè A = mr2/2, B = C = mr2/4. Ñèììåòðèÿ ïîçâîëÿåò

ïðèíÿòü e′ = ey, äðóãèå âåêòîðû

(53) ez = e sin α + e′′ cosα, ex = e cosα− e′′ sin α.

Òàê êàê òî÷êàÖ íåïîäâèæíà, R1 + R2 = mg = 0, èëè

(54)





R1x + R2x = 0,

R1y + R2y = 0,

R1z + R2z −mg = 0.

Ñ÷èòàåì, ÷òî R1 ⊥ Oz (îñü â òî÷êå A1 óäåðæèâàåòñÿ òîëüêî ñáîêó), ò. å. R1z = 0. Òîãäà R2z = mg. Èìååì
äàëåå

ω = ψ̇ez = ψ̇(cos αe′′ + sin αe),(55)

ΛÖ =
mr2

r
ψ̇ cos αe′′ +

mr2

2
ψ̇ sin αe = (1/4)mr2ψ̇(cos αe′′ + 2 sin αe) =(56)

(òàê êàê e′′ = ez cosα− ex sin α, e = ex cosα + ez sinα)(57)
= (1/4)mr2ψ̇(sinα cosαex + (2 sin2 α + cos2 α)ez).(58)

Ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë ñ ó÷åòîì (5)

(59) GÖ = [
−−→ÖA1 ×R1] + [

−−→ÖA2 ×R2] = [dez × (R2 −R1)] = 2dR1xey − 2dR1yex.

Âåêòîð ez ïîñòîÿíåí è (GÖ , ez) ≡ 0, îòñþäà

(60) d

dt
(ΛÖ , ez) =

(
d

dt
∆Ö ,ez

)
= (GÖ , ez) ≡ 0,

òàê ÷òî (ΛÖ , ez) = const è, íàêîíåö, ψ̇ = const. Ñëåäîâàòåëüíî,

dΛÖ
dt

=
mr2

4
sinα cos αψ̇

dex

dt
=

mr2

4
sin α cos αψ̇[ω × ex] =(61)

=
mr2ψ̇2

r
sin α cos αey.(62)

Ïðèðàâíèâàÿ ê (6), ïîëó÷àåì

(63) mr2

4
ψ̇2 sin α cos αey = 2d(R1xey −R1yex),

îòêóäà

(64)
{

R1x = mr2

8d sin α cos αψ̇2,

R1y = 0.
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Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ìàññû, ðàâíîìåðíî äâèæóùåéñÿ ïî
îêðóæíîñòè. Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå
îêðóæíîñòè, òî ìîìåíò ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè äâèæå-
íèÿ. Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîåöèðóåòñÿ â öåíòð, òî êèíå-
òè÷åñêèé ìîìåíò ïîñòîÿíåí ïî ìîäóëþ, íî óæå íå íàïðàâëåí
ïî íîðìàëè è çàìåòàåò êðóãîâîé êîíóñ (êñòàòè, îòñþäà âû-
òåêàåò ñìåùåíèå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà íà ïðåäûäóùåì ðè-
ñóíêå, òàê êàê îí ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì êèíåòè÷åñêèõ
ìîìåíòîâ âñåõ ÷àñòèö òåëà; äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè íàäî âçÿòü
íå äèñê, à ïàëî÷êó). Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîìåíò áóäåò ìå-
íÿòü è âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå
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Ïóñòü äàíà êðèâàÿ r = r(q), påãóëÿpíàÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî dr
dq 6= 0.

Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé
dr

dq
=

dx

dq
ex +

dy

dq
ey +

dz

dq
ez

ìîæíî íîðìèðîâàòü (ïîñêîëüêó êðèâàÿ ðåãóëÿðíà) è ïîëó÷èòü åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîp

(65) eτ =
dr
dq

N(q)
, N(q) =

√(
dx

dq

)2

+
(

dy

dq

)2

+
(

dz

dq

)2

> 0.

Îòìåòèì íà êðèâîé ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó q0 è è ñòàíåì îòñ÷èòûâàòü îò íåå äëèíó äóãè s (îíà æå �
íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð) ïî ôîðìóëå

ds =
√

dx2 + dy2 + dz2 ⇔ ds

dq
= N(q) ⇔ s(q) =

∫ q

q0

N(q) dq.

Ôóíêöèÿ s = s(q) èìååò îápàòíóþ: q = q(s). Ïîñëåäíþþ çàâèñèìîñòü ïîäñòàâèì â ôîðìóëû, çàäàþùèå
êðèâóþ r = r(q) è ïîëó÷èì r = r(q(s)) = r(s),

dr

ds
=

dr

dq
· dq

ds
=

1
N
· dr

dq
= eτ (s).

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ′ ≡ d

ds
, ′′ ≡ d2

ds2 . Ïpåäïîëîæèì, ÷òî r′′ 6= 0. Òîãäà ââåäåì

(66) eν =
r′′

| r′′ |

� åäèíè÷íûé âåêòîp ãëàâíîé íîpìàëè. Íàêîíåö, ââåäåì áèíîpìàëü

(67) eβ = [eτ × eν ].

Ðåïåp eτeνeβ íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì (äðóãîå íàçâàíèå �òpåõãpàííèê Ôpåíå). Âåëè÷èíó k(s) = |r′′(s)|
íàçûâàþò êpèâèçíîé êpèâîé â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå, à âåëè÷èíà

ρ(s) = 1/ | r′′(s) |

åñòü ðàäèóñ êðèâèçíû.
ÒÅÎÐÅÌÀ. Ðàññìîòðèì òî÷êó P ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r(s0) è òî÷êó Q (öåíòð êðèâèçíû) ñ ðàäèóñîì-

âåêòîðîì r(s0) + ρ(s0)eν(s0). Â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ eτ ,eν (ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè) ïðîâåäåì
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå Q ÷åðåç òî÷êó P. Ýòà îêðóæíîñòü òîæå íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ.
Óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà è äàííàÿ êðèâàÿ èìåþò â òî÷êå P êàñàíèå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ñëåãêà îñîáûé âçãëÿä íà ïëîñêèå êðèâûå. Ïóñòü âåêòîð eτ (s) ïîâåpíóò íà óãîë α(s) (íàïðèìåð,
îò îñè x). Ñpàçó ïîëîæèì eβ = ez è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïîëîæèì eν = [eβ × eτ ]. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî
deτ

ds
= α′(s)eν . Îòñþäà

(68) k(s) =
dα

ds
.

Ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê, âûðàæàþùèé íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ðåïåðà Ôðåíå âîêðóã ez.

Êñòàòè, òðåáîâàíèå r′′ 6= 0 òåïåðü èçëèøíå; òî÷êè, â êîòîðûé k = 0, ïðîñòî ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà.
Òåïåðü ðàäèóñ êðèâèçíû ρ(s) = 1/|k(s)|.
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Çàäà÷à xxvi. À. Åñëè êðèâàÿ çàäàíà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå y = y(x), òî

α(x) = arctg
dy

dx
, ds =

√
1 +

(
dy

dx

)2

⇒ k =
y′′

(1 + y′2)3/2
.

Á. Êðèâèçíà ïàðàáîëû y = ax2/2 â íèæíåé òî÷êå ðàâíà a.

Â. Ðàäèóñ êðèâèçíû ýëëèïñà x2/a2 + y2/b2 = 1 â íèæíåé òî÷êå ðàâåí a2/b (ðàäèêàë íå äèôôåðåíöèðî-
âàòü, à ðàçëàãàòü â ðÿä).
Ã. Åñëè êðèâàÿ çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå r = r(ϕ), òî

α(ϕ) = ϕ + arctg
dr

rdϕ
, ds =

√
r′2 + r2dϕ ⇒ ???

Ïóñòü äàíà êpèâàÿ r = r(s), ãäå s � íàòópàëüíûé ïàpàìåòp. Ïî íåé ìîæíî êàê óãîäíî äâèãàòüñÿ, ò.å.
ìîæíî çàäàâàòü çàêîí äâèæåíèÿ s = s(t). Âîçíèêàåò ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ âpåìåíè

r(t) = r(s(t)).

Âû÷èñëÿåì ñêîpîñòü

(69) dr

dt
=

dr

ds
· ds

dt
= ṡeτ ⇒ v = ṡeτ

è óñêîpåíèå

(70) dv

dt
=

dṡ

dt
eτ + ṡ

deτ

ds

ds

dt
⇒ a = s̈eτ + ṡ2keν

Îáðàòíî,

(71) k =
| [ṙ × r̈] |
| ṙ |3 , κ =

(ṙ, r̈,
...
r )

[ṙ × r̈]2
,

ãäå âî âòîðîé ôîðìóëå èìååòñÿ â âèäó ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ è ñêàëÿðíûé êâàäðàò åùå
îäíîãî.

Çàäà÷à xxvii. Âû÷èñëèòü êðèâèçíó è êðó÷åíèå âèíòîâîé ëèíèè x = a cos ωt, x = a sin ωt, z = ct.

Çàäà÷à xxviii. * Åñëè êðèâàÿ èìååò ïîñòîÿííûå êðèâèçíó è êðó÷åíèå, òî ýòî âèíòîâàÿ ëèíèÿ.
Äîêàçàòü

Çàäà÷à xxix. Òî÷êà Q(s) íàõîäèòñÿ íà êîíöå ïåðïåíäèêóëÿðà −−→
PQ äëèíû a, âîññòàâëåííîãî â

òî÷êå P êðèâîé −−→
OP (s) = r(s). Ýòî ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè. Íàéòè íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð è êðèâèçíó

êðèâîé R(s) =
−−→
OQ(s).

Çàäà÷à xxx. * Îáîáùèòü ïîñòàíîâêó ýòîé çàäà÷è íà ïðîñòðàíñòâåííûå êðèâûå. Âû÷èñëèòü òàêæå
è êðó÷åíèå.

Çàäà÷à xxxi. Òî÷êà Q(s) íàõîäèòñÿ íà êîíöå íèòè −−→
PQ äëèíû s, ñìàòûâàþùåéñÿ ñ êðè-

âîé −−→
OP (s) = r(s). Ýòî ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè. Íàéòè íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð è êðèâèçíó êðèâîé

R(s) =
−−→
OQ(s) (ýâîëüâåíòà çàäàííîé êðèâîé).

Çàäà÷à xxxii. Ïðîäåëàòü îáðàòíîå ðàññóæäåíèå (îá ýâîëþòå).
Çàäà÷à xxxiii. * Îáîáùèòü ïîñòàíîâêó ýòîé çàäà÷è íà ïðîñòðàíñòâåííûå êðèâûå. Âû÷èñëèòü

òàêæå è êðó÷åíèå.
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